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Überblick

Charaktere spielen in vielen Gebieten eine Rolle:

1 Algebraische Gruppen

2 Lie-Algebren

3 Theorie der endlichen Gruppen

Grundlegende Eigenschaften von Charakteren

Learning by doing: Satz von Burnside (1904)
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Auflösbare Gruppen und Burnsides Theorem, I

Endliche abelsche Gruppen sind gut verstanden:

G abelsch ⇝ G ∼= Z/(pn11 )× · · · × Z/(pnrr ), pi ∈ P, ni ∈ N.

Auflösbare Gruppen setzen sich aus abelschen Gruppen zusammen.
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Auflösbare Gruppen und Burnsides Theorem, II

Lemma

Jede Gruppe von Primzahlpotenz |G | = pn ist auflösbar.

Beweis.

Annahme: G ist minimales Gegenbeispiel.

G ist einfach.

G =
⊔ℓ

i=1 Ci Zerlegung in Konjugationsklassen, C1 = {1}.
1 +

∑ℓ
i=2 |Ci | = |G | ≡ 0mod(p).

⇒ Es existiert i ∈{2, . . . , ℓ} mit p ∤ |Ci |.
⇒ |Ci | = 1, da |Ci | Teiler von pn.

⇒ {1} ̸= Z(G)⊴ G und G ist abelsch  .

4/15



Auflösbare Gruppen und Burnsides Theorem, III

Theorem (Satz von Burnside, 1904; Bender-Goldschmidt, 1972)

Sei |G | = paqb mit a,b ∈ N0 und p < q ∈ P, dann ist G auflösbar.

Beweisansatz

Annahme: G ist minimales Gegenbeispiel.

G ist einfach mit a, b > 0.

G =
⊔ℓ

i=1 Ci Zerlegung in Konjugationsklassen, |Ci | teilt paqb.

1 +
∑ℓ

i=2 |Ci | = |G | ≡ 0mod(pq)
?⇒ ∃i ∈ {2, . . . , ℓ} : |Ci | = 1.

Problem: |G | = 6 = 2 · 3 mit 6 = 1 + 2 + 3.

G = S3: C2={(1, 2, 3),(1, 3, 2)},C3={(1,2), (2,3), (1,3)}.

Theorem (Burnside, 1904)

Existiert Ci mit |Ci | = pk (k > 0), dann ist G nicht einfach.

5/15



Darstellungen und Operationen, I

Darstellungen ⊆ Gruppenoperationen liefern Informationen über G .

“Show me your friends, and I’ll tell you who you are (up to isomorphism).”

Seien X ̸= ∅ Menge und V ein C-Vektorraum mit dimV <∞.
1 Operation: (X , ρ), ρ:G → Sym(X ) Homomorphismus.

G -Abbildung f : X → Y : ρY (g) ◦ f = f ◦ ρX (g) für alle g ∈ G .

G -invariante Teilmenge S ⊆ X : ρ(g)(S) ⊆ S für alle g ∈ G .

2 Darstellung: (V, ρ),ρ:G→GL(V )⊆Sym(V ) Homomorphismus.

Lineare G -Abbildungen ⇝ Kategorie rep(G ) der Darstellungen.

G -invarianter Untervektorraum U ⊆ V (Unterdarstellung).

Trade-off: weniger Operationen, dafür Lineare Algebra.
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Darstellungen und Operationen, II

Definition (Analogon der transitiven Operation)

Eine Darstellung (V , ρ) heißt irreduzibel, falls {0} ⊊ V die einzigen
Unterdarstellungen sind.

Beispiele

1. Die triviale Darstellung Ctriv=C mit ρCtriv
≡ idC ist irreduzibel.

2. Die reguläre Darstellung CG :=
⊕

g∈GCg mit ρCG (g)(h) := gh

ist nicht irreduzibel für G ̸= {1}, da Ctriv
∼= C(

∑
g∈G g) ⊆ CG .

Theorem (Maschke, 1899; Schur, 1905)

Es sei V eine Darstellung.

1 Es existiert eine Zerlegung V =
⊕ℓ

i=1Vi mit Vi irreduzibel.
2 Ist V irreduzibel, so gilt HomG (V ,V ) = C idV .
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Charaktere, I

Definition

Es sei (V,ρ) eine Darstellung. Der Charakter von V ist die Abbildung
χV : G → C ; χV (g) := Tr(ρ(g)).

1 χV (1) = dimV

2 χV⊕W = χV + χW

3 χV⊗CW = χV · χW

4 χV (gxg
−1) = χV (x) (Klassenfunktion)
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Charaktere, II

Map(G ,C) endl. dimensionaler unitärer Vektorraum bezüglich

⟨χ, ψ⟩ := 1

|G |
∑
g∈G

χ(g)ψ(g).

Theorem (1. schursche Orthogonalitätsrelation)

V ,W irreduzibel: ⟨χV , χW ⟩ ∈ {0, 1} mit ⟨χV , χW ⟩ = 1 ⇔ V ∼= W .

Korollar
1 Es ex. nur endlich viele irreduzible DarstellungenV1, . . . ,Vℓ/∼Iso .

2 Es gilt CG ∼=
⊕ℓ

i=1 V
dimVi

i .
3 V ∼= W ⇔ χV = χW .
4 Charaktere realisieren K0(G) als Untergruppe von Cl(G ,C).
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Charaktere, III

Warum liefern Charaktere so viele Informationen?

Für g ∈ G und (V , ρ) Darstellung gilt

ρ(g)ord(g) = ρ(g ord(g)) = idV =⇒ µρ(g)|X ord(g) − 1 ∈ C[X ].

Konsequenzen

1 ρ(g) ist ganz: Es existiert p∈Z[X ] normiert mit p(ρ(g))=0.

2 ρ(g)∼diag(λ1, . . . , λdimV), χ(g)=λ1 + . . .+ λdimV ∈ C, λi EW.

3 χ kennt das char. Polynom von ρ(g). (Newton-Identitäten)
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Anwendung: Burnsides Theorem, I

Proposition

Sei C Konjugationsklasse mit |C |=pk(k>0). Es ist G nicht einfach,
falls V ̸∼= Ctriv irreduzibel mit p ∤ dimV und χ(C) ̸={0} existiert.

Beweis.

Schritt 1: Für c ∈ C gilt ρ(c) ∈ Z(GL(V )).

Schritt 2: Da |C | > 1, existiert g ∈ G mit gcg−1c−1 ̸= 1. Es folgt

ρ(gcg−1c−1) = ρ(g)ρ(c)ρ(g)−1ρ(c)−1 = idV ,

und damit {1} ̸= ker ρ ⊊ G , da V ̸∼= Ctriv.
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Anwendung: Burnsides Theorem, II

Beweisskizze Schritt 1

f :=
∑

g∈C ρ(g) :V → V ist ganz, G -linear mit Tr(f )= χ(c)|C |.

Schur: f = µ idV , µ ∈ C ganz.

Bézout: a|C |+b dimV =ggT(dimV , |C |) = 1. (Voraussetzung)

χ(c)

dimV
= a · χ(c)|C |

dimV
+ b · χ(c) = a · µ+ b · χ(c) ganz.

χ(c)

dimV
=
λ1 + . . .+ λdimV

dimV
∈ D \ {0}. (Voraussetzung)

NQ(χ(c)) :Q

(
χ(c)

dimV

)
∈ (D \ {0}) ∩Qganz = {±1}.

⇝

∣∣∣∣ χ(c)dimV

∣∣∣∣=1,λ1=λ2 = . . .=λdimV und ρ(c)=λ1idV ∈Z(GL(V )).

12/15



Anwendung: Burnsides Theorem, III

Korollar (Burnside)

Existiert C mit |C | = pk (k > 0), dann ist G nicht einfach.

Beweis.

Wähle c ∈ C und schreibe CG =
⊕ℓ

i=1 V
dimVi

i mit V1
∼= Ctriv.

O.B.d.A. p | dimVi für alle i > 1 mit χVi
(c) ̸= 0.

0=χCG (c)=
ℓ∑

i=1

(dimVi)χVi
(c) = 1 + p

 ∑
i>1,χVi

(c)̸=0

dimVi

p
χVi

(c)

.
Also −1

p
∈ Qganz = Z  .
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Ausblick

Die Kommutatorgruppe [G ,G ]⊴ G ist charakterisiert durch

G
f //

π

��

H ∈ Ab

G/[G ,G ] ∈ Ab
∃!f

66

Es gilt [G ,G ]={ghg−1h−1 |g , h∈G} für G einfach (Ore, 1951).

G abelsch. ✓

G nicht abelsch, dann gilt G = [G ,G ].

Theorem (Liebeck–O’Brien–Shalev–Tiep, 2010)

Ist G einfachundnicht-abelsch, so ist jedes Element ein Kommutator.

Thompsonsche Vermutung

Ist G einfach und nicht-abelsch, so existiert C ⊆ G mit C 2 = G .
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Abschluss

Burnside (1897):

“[...] it would be difficult to find a result that could be most
directly obtained by the consideration of [linear representa-
tions].”

Burnside (1911):

“Five Chapters, XIII to XVII, are devoted to the theory of
groups of linear substitutions, including their invariants.”
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Charaktertafel S4

Kl.-Größe 1 6 3 8 6
Repr. e (12) (12)(34) (123) (1234)

χ(4) 1 1 1 1 1

χ(14) 1 −1 1 1 −1
χ(2,2) 2 0 2 −1 0
χ(3,1) 3 1 −1 0 −1
χ(2,1,1) 3 −1 −1 0 1
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Originalbeweis, I
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Originalbeweis, II
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Originalbeweis, III
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