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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen

Definition 1.1. Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von wohlunterschiedenen Objekten,
welche die Elemente von M genannt werden.

Definition 1.2. Es seien M und N Mengen.

(1) Wir schreiben m € M, wenn m ein Element von M ist. Ist m kein Element von M, so schrei-
ben wir m ¢ M.

(2) Wir schreiben M C N und sagen M ist eine Teilmenge von N, falls jedes Element von M
schon in N enthalten ist. Gilt dies nicht, so schreiben wir M ¢ N.

(3) Zwei Mengen heifsen gleich (schreibe M = N), wenn M C N und N C M gilt. Gilt dies
nicht, so schreiben wir M # N.

(4) Gilt M € N und M # N, so schreiben wir kurz M C N, wenn wir betonen wollen, dass
keine Mengengleichheit gilt.

Wir stellen Mengen durch geschweifte Klammern {...} dar und haben dabei verschiedene
Moglichkeiten die Mengen zu beschreiben:

* Auflistung samtlicher Elemente: {2, 4, %7 m,10}.

* Beschreibung durch Eigenschaften: {« | o Buchstabe im deutschen Alphabet!}.

Bemerkung 1.3. (1) In einer Menge spielt die Reihenfolge der Elemente keine Rolle, das heifst
{2,4,5} ={2,5,4} ={5,4,2} = ...

(2) Stellen wir eine Menge durch Auflistung sdmtlicher Elemente dar, konnen wir theoretisch
auch Elemente mehrfach nennen ohne die Menge zu verdndern, etwa {1, 2,3} = {1,2,2, 3, 3, 3}.
Wir treffen aber die Vereinbarung stets auf Mehrfachnennung zu verzichten.

Das heifst {1, 2,2, 3, 3,3} ,reduzieren” wir zu {1, 2, 3}.

'Wir meinen hier Kleinbuchstaben



(3) Definieren wir ein mathematisches Objekt, so schreiben wir :=, etwa

A := {a | a Buchstabe im Alphabet}.
Dann gilt A = {a,b,c, ..., z}. Weiter definieren wir
X :={a € A | ataucht im Wort ,voll” auf}.

Dann gilt X = {v,0,1,1} = {v,0,1}.

Beispiel 1.4. (1) Die Menge, die kein Element enthilt, notieren wir mit & := { } und nen-

nen sie leere Menge. Wir bemerken, dass @ C A fiir jede beliebige Menge A gilt. Weiter
gilt AC @nurfir A =0.

(2) Esgilt{1,2} ¢ {2,3} und {2,3} € {1,2}.
(3) Wir betrachten erneut A := {« | @ Buchstabe im Alphabet} = {a,b,c, ..., z}. Weiter sei

V := {«a | a Vokal im Alphabet} = {a,e,i,0,u}. Dann gilt V C A und V C A, sowie
AgV.

In der Vorlesung werden wir stets folgende Abkiirzungen fiir uns wohlbekannte Mengen benut-

zen:

Die Menge der natiirlichen Zahlen: N = {1,2,3,4,...},No ={0,1,2,... }.
Die Menge der ganzen Zahlen Z = {--- — 5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,... }.
Die Menge der rationalen Zahlen Q = {% | p,q €Z, q# 0}.

Die Menge der reellen Zahlen R. Hier fiigt man zu Q weitere Zahlen hinzu, wie etwa V2, die
Kreiszahl 7 und die Eulersche Zahl e. Wir definieren weiter R>g := {x € R | z > 0} und
Rsyp:={zeR|z>0}.

Sind a < b € R reelle Zahlen, so definieren wir

(a,b) :=={z eR|a<x<b}
[a,b] :={x €eR|a<z<b}
(a,b) :={zeR|a<z<b}

[a,b) :={z € R |a < x < b}

Diese Mengen heifSen (beschrinkte) Intervalle. Genauer: (a, b) ist das offene Intervall von a und
b und [a, b] ist das abgeschlossene Intervall von a und b. Die anderen beiden Intervallarten
heifSen halboffen. Weiter definieren wir unendliche Intervalle

={zeR|a<z}
(—o0,a]l :={rxr eR |z <a}

(—o0,a) ={reR |z <a}



Bemerkung 1.5. (1) Fir a = bgilt (a,b) = (a,b] = [a,b) = @ und [a,b] = {a} = {b}.
(2) Esgilt NC Ny CZC QCR.

(3) Gilta € N, so kénnen wir die Gleichung a+x = 0 in N nicht l6sen. Dies ist die Motivation fiir
die ganzen Zahlen. In Z ist die Gleichung 2x = 1 nicht 16sbar und motiviert die Konstruktion
von Q.

Definition 1.6. Es seien M/ und N Mengen.
(1) Die Menge M UN := {x | x € M oder z € N} heif3t die Vereinigung von M und N.
(2) DieMenge M N N :={z | x € M und = € N} heifit der Schnitt von M und N.

(3) Die Menge M \ N := {z | x € M und = ¢ N} heif3it die Differenz von M und N. Wir sagen
auch M ohne N.

Bemerkung 1.7. Schnitt und Vereinigung sind symmetrische Operationen. Das heift es gilt stets
MUN=NUMund M NN = NnNM.Esgiltjedochnur M \ N = N\ M, wenn M = N gilt.

MNN MUN

e
L BIE

Abbildung 1.1: Veranschaulichung von Mengenoperationen durch Venn-Diagramme.

Beispiel 1.8. (1) R\ Q heifst die Menge der irrationalen Zahlen.
(2) Essei A := {z € N| z ungerade, z < 17}, B := {2? | z € {1,2,3,4,6}}. Dann gilt
e AUB=1{1,3,4,5,7,9,11,13,15,16,17, 36},
e ANB=1{1,9},
e A\B=1{3,5,7,11,13,15,17} und
e B\ A={4,16,36}.



(3) Wir setzen Beispiel 1.4 fort. Dann gilt

*s ANV =Y,
e AUV =A,
e A\V={a|aKonsonant im Alphabet} und
e V\A=2.

1.2 Funktionen

Definition 1.9. Es seien A und B nicht-leere Mengen. Eine Funktion oder Abbildung f: A — B ist
eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein f(a) € B zuordnet. Fiir a € A heifst f(a) € B
der Funktionswert von a unter f.

Die Funktionsvorschrift kann in unterschiedlicher Weise angegeben werden:
(i) Auflistung: A ={1,2,3},B=R, f(1)=1,f(2) =4,f(3) =nbzw. 1+ 2,2 — 4,3 — 7.
(ii) Funktionsgleichung: A= B=R. f: R = R; f(z) = 2? bzw.f: R — R;z > 2°.
Bemerkung 1.10. (1) Eine Funktion ist durch drei Daten gegeben:

(i) Die Menge A, der sogenannte Definitionsbereich,
(ii) die Menge B, der sogenannte Zielbereich, und
(iii) die Funktionsvorschrift, die die Zuordnung beschreibt.

(2) Zwei Funktionen f: A — B, g: A’ — B’ sind nach Definition genau dann gleich, wenn
A = A"und B = B’ gelten und fiir alle a € A die Gleichung f(a) = g(a) erfiillt ist.

Beispiel 1.11. (1) fi: R = R;z +— 22, fo: R — Ryp;z — 22 und f3: R>o — R;z — 22 sind
Funktionen, die alle paarweise verschieden sind.

(@ g1:Z — Nosz = 22 —2,g0: {1} = {2,3};1 — 2,1 — 3, 93: Q — Z; % + aund
ga: {1,0} = Z;z — ! sind allesamt keine Funktionen.

(3) Die Funktion
7 Jallsxz >0

- R —= Ryg;2 — =
- 202 = |a] {—x falls z < 0

heifdt Betragsfunktion. Wir bemerken, dass |a—b| den Abstand von a und b auf der reellen
Zahlengerade angibt. Weiter gilt die sogenannte Dreiecksungleichung: Fiir alle x,y € R
gilt |z + y| < |z| + |y|. Wir beweisen diese Aussage durch eine Fallunterscheidung: Gilt
z+y>0,so0ist|z+y|l =z+y < |z|+ |y|. Im anderen Fall gilt  + y < 0 und damit
[z +yl=—(z+y) = —z+ (-y) <|z]+ |y

Funktionen erlauben uns Mengen miteinander in Beziehung zu setzen in dem wir jedem Ele-
ment der Definitionsmenge genau ein Element in der Zielmenge zuordnen. Bevor wir weitere
Eigenschaften von Funktionen einfiihren, betrachten wir zwei motivierende Beispiele.



Beispiel 1.12. (1) Wir betrachten einen Kinosaal des STUDIO Filmtheaters in Kiel. Die
Menge der Kinositze im Saal bezeichnen wir mit S. Die Menge der Géste sei mit G
bezeichnet. Jedem Gast g € G wird bei Besuch genau ein Sitz f(g) € S zugeordnet.
Nachdem alle Géste vor Ort sind, haben wir also eine Funktion

f:G—= 89— f(g).
Wir betrachten folgende Zusatzeigenschaften:

e Fiir die Besucher ist wiinschenswert: Auf jedem Platz sitzt hochstens ein Gast bzw.
sitzen Géaste g und ¢’ auf demselben Platz, so gilt schon g = ¢’. Mathematisch: Fiir
alle g, ¢’ € G folgtaus f(g) = f(¢’) bereits g = ¢'.

¢ Fiir die Betreiber des Kinos ist wiinschenswert: Jeder Platz im Saal ist besetzt. Das
heifit, auf jedem Platz sitzt (mindestens) ein Gast. Mathematisch: Fiir alle s € S
existiert ein g € G mit f(g) = s.”

(2) Uns werden zwei Eimer A und B gegeben. Eimer A enhilt Apfel und Eimer B enthilt
Birnen. Wir sollen herausfinden, ob beide Eimer gleichviele Stiicke Obst enthalten.
Nattirlich konnen wir beide Eimer durchzdhlen und danach die Anzahl vergleichen.
Dabei miissen wir nattirlich sehr aufpassen und sicherstellen, dass wir uns nicht verzahlen.
Da wir nicht an der Anzahl interessiert sind, konnen wir auch wie folgt vorgehen. Wir
entnehmen zeitgleich einen Apfel und eine Birne und legen sie als Paar zur Seite. Dann
wiederholen wir diesen Schritt bis einer der Eimer leer ist. Die Eimer enthalten also ge-
nau dann gleichviele Stiicke Obst, wenn die Eimer zeitgleich leer werden. Im Kontext
von Beispiel (1): Es gibt genauso viele Gaste wie Kinositze, wenn auf jedem Platz genau
ein Gast sitzt.

"Rein mathematisch ist es natiirlich erlaubt zwei verschiedene Géste auf denselben Platz zu setzen. In der
Realitédt wiirde es hier zu Beschwerden kommen.
Die vorherigen Beispiele motivieren die folgenden Definitionen.
Definition 1.13. Essei f: A — B eine Funktion. Die Funktion f heifst
(1) injektiv, falls fiir alle a,a’ € A aus f(a) = f(a’) bereits a = d’ folgt.
(2) surjektiv, falls fiir alle b € B ein a € A mit f(a) = b existiert.
(3) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung 1.14. Eine Funktion f: A — B ist injektiv (surjektiv/bijektiv), falls fiir jedes b € B
hochstens (mindestens/genau) ein a € A mit f(a) = b existiert. Bijektivitdt in den Worten aus
Beispiel 1.12: Wir konnen jeder Birne aus B genau einen Apfel aus A zuordnen.

Definition 1.15. Zwei Mengen M, N heifSen gleichmiichtig, falls eine bijektive Funktion f: M — N
existiert.



Beispiel 1.16. (1) Die Vorschrift f: {1,2,3} — {4,9,11};1 — 4,2 — 9,3 — 9 ist eine
Funktion. Diese ist weder injektiv noch surjektiv.

(2) f: {1} — {1,2};1 — 1listeine injektive Funktion, die nicht surjektiv ist, und g: {1,2} —
{1};1+— 1,2 — 1 ist eine surjektive Funktion, die nicht injektiv ist.

(B) f: R — R;xz — x — 10 ist eine bijektive Abbildung: Gilt f(z) = f(y), so erhalten wir
z — 10 = y — 10 und damit = (z — 10) + 10 = (y — 10) 4+ 10 = y. Ist hingegen b € R
gegeben, so gilt b + 10 € R mit f(b+ 10) = b+ 10 — 10 = b.

(4) Ist f: A — B eine Abbildung, soist f: A — f(A);a — f(a) eine surjektive Funktion,
wobei f(A) :={f(a) | a € A} das Bild von f bezeichnet.

Beispiel 1.17 (Warnung). Spéatestens wenn wir uns mit unendlichen Mengen beschéftigen,
treten nicht intuitive Phanome auf: Im Buch ,,The Fault in Our Stars” von John Green heifst
es , There are infinite numbers between 0 and 1. There’s .1 and .12 and .112 and an infinite
collection of others. Of course, there is a bigger infinite set of numbers between 0 and 2, or
between 0 and a million. Some infinities are bigger than other infinities.” Es ldsst sich in der
Tat zeigen, dass es unterschiedliche Unendlichkeiten gibt, zum Beispiel kann man beweisen,
dass keine Bijektion zwischen N und R existiert. Allerdings sind die obigen Beispiele nicht
geeignet. Wir betrachten die Abbildung

f:0,1] = [0,2],2 — 2 - x.
Die Funktion f ist bijektiv. Damit sind die Mengen [0, 1] und [0, 2] gleichm&chtig, da wir
jedem Element aus [0, 2] genau ein Element aus [0, 1] zuordnen.
Hinweis: Es existiert sogar eine Bijektion R — [0, 1].
Definition 1.18. (1) Esseienn € Nund A4y, ..., A, Mengen. Dann heifst
Ap x Ag x - x Ay i={(a1,...,ay) | a; € A; furalle: € {1,...,n}}

das kartesische Produkt der Mengen Ay, ..., A,.

(2) Essei f: A — B eine Funktion. Dann heifit die Menge
Gr:={(a,f(a)) |lac A} CAx B

der Graph der Funktion f.

(3) Essein € N. Wir schreiben R” :=R x --- x R.
—_—

n—mal

Beispiel 1.19. (1) Esgilt {1,2} x {2,3,4} = {(1,2), (1,3),(1,4), (2,2), (2,3), (2,4)}.

(2) Essei f: Ryg — Ryz +— iz + 1. Dannist Gy = {(z, 32 + 1) | € Rxo} C R2



3.5
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Definition 1.20. (1) Esseien f: A — B und g: B — C Funktionen. Dann heifst
gof: A= Ciar g(f(a))
das Kompositum von f und g.
(2) Es sei A eine Menge. Die Abbildung
idg: A— Aj;a—a
heif3t die Identitit von A.

(3) Eine Funktion f: A — B heif$t umkehrbar, falls eine Funktion g: B — A existiert, die go f =
id4 und f o g = id erfuillt. In diesem Fall ist auch g umkehrbar.

Satz 1.21 (Assoziativitit des Kompositums). Es seien f: A — B, g: B — C und h: C — D
Funktionen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beispiel 1.22. Essei f: A — B eine Funktion.
(1) ESglltldBOf:f:fOIdA
(2) Essei f umkehrbarund g,h: B — Amitgo f =idgy = ho fund fog =1idg = foh.
Dann gilt
g=idgog=(hof)og=ho(fog)=hoidg = h.

Wir bezeichen daher mit f~!: B — A die eindeutige Funktion mit f 1o f=1idy und

f o f~! = idp und bemerken, dass auch f~! umkehrbar ist. Wir nennen f~! die Um-
kehrfunktion von f.

Satz 1.23. Es sei f: A — B eine Funktion. Es ist f umkehrbar genau dann, wenn f bijektiv ist.
Insbesondere ist mit f auch f~* bijektiv.



Beispiel 1.24. (1) Die Funktion f: R — R;x + x — 10 ist bijektiv. Damit existiert f~1: R —
R und ist durch f~!(x) = = + 10 gegeben.

(2) Wir betrachten die Funktionen f: {1} — {1,2};1+— lund g: {1,2} — {1};1+— 1,2 —
1. Da f nicht bijektiv ist, ist f nicht umkehrbar. Weiter gilt g o f = idyy, aber f o g #
id{lyg}.

1.3 Elementare Funktionen und ihre Eigenschaften
In diesem Abschnitt sammeln wir bekannte Funktionen R — R und diskutieren grundlegende
Eigenschaften.
Definition 1.25. Essei A C Rund f: A — R eine Funktion. Dann heif$t f

(1) monoton steigend (fallend), falls f(a1) < (>)f(ag) fur alle a1, a2 € Amita; < ap gilt.

(2) streng monoton steigend (fallend), falls f(a1) < (>)f(a2) fiir alle a;,az € Amit a; < as gilt.
Bemerkung 1.26. Essei A C Rund f: A — R eine Funktion.

(1) Ist f: A — R streng monoton steigend oder streng monoton fallend, so ist f injektiv: Wir
betrachten nur den Fall, dass f streng monoton steigend ist. Seien  # y € R.Im Fall z < y
erhalten wir f(z) < f(y) und im Fall y < z erhalten wir f(y) < f(z). In beiden Fillen gilt
also f(z) # f(y). Wir haben gezeigt, dass f(z) = f(y) die Gleichung = = y impliziert.

(2) Ist f injektiv, so muss f nicht streng monoton steigend oder streng monoton fallend sein:
z Lfallsz e R\ {1,2}

fTR>Rax—<2 fallsz=1
1 Lfallsz =2.

(3) Die konstante Funktion f: R — R;z — 2 ist monton steigend und fallend, aber nicht streng
monton steigend oder fallend.
Definition 1.27. Es sei A C R eine Menge und f, g: A — R Funktionen. Wir bezeichnen mit
f+g9,f-9:A=R

die Funktionen (f + g)(a) = f(a )—i—Rg( yund (f - g)(a) = f(a) -
fiir alle a € A, so definieren wir weiter £ 5+ A— Rdurch I ( ) =

g(a) fur alle a € A. Gilt g(a) # 0
(gfuralleaeA

gla

1.3.1 Potenzen, Wurzeln und Polynomfunktionen

Definition 1.28 (Ganzzahlige Potenzen und Wurzeln). Es sei a € R und m € Z. Wir definieren die
m-te Potenz von a durch

1 falls m = 0,
m._ )a-a---a-a fallsm >0,
: N—_——
m—mal

1 falls m < 0 und a # 0.

a‘m|



Gilt zusdtzlich a > 0 und m € N, so bezeichnen wir mit am (auch 7/a ) das eindeutig bestimmte
Element in R>( mit (ai)m = a und nennen am = v/a die m-te Wurzel aus a.

Definition 1.29 (Rationale Potenzen). Es sei a € Ryo und r = % € Qmitp € Z, ¢ € N. Wir
definieren

a" = a' = (ai) = (Ya).
Fiir elementare Rechenregeln fiir Potenzen verweisen wir auf Formelsammlungen oder [2, 3.1.1].

Definition 1.30. Es sein € Ny und I C R eine Menge. Ein Polynom vom Grad n oder Polynomfunk-
tion vom Grad n ist eine Funktion der Form

p: I = Rz apz”™ + an_12™ 1t + -+ + a1z + ao.

mit ag, ...,a, € Rund a, # 0.°Ein Polynom vom Grad 1 nennen wir lineares Polynom. Die Null-
funktion I — R;z — 0 wird auch als Nullpolynom bezeichnet und besitzt nach Definition den
Grad —oo.

Satz 1.31. Es seien z1,22,y1,y2 € R mit x1 # xo. Dann existiert genau ein lineares Polynom
p: R = R;z— ay -z + ag mit p(x1) = y1 und p(x2) = yo.
Beweis. Gesucht sind Elemente a1, ag € R, sodass

ai - T+ ag = Y1

ai -T2+ ag = Ya.

Wir erhalten a; - (2 — 1) = (y2 — y1). Da 21 # x» gilt, erhalten wir a; = 2= und damit
ap =y1 — a1 - 1 = Y2 — a1 - x2. Die Probe zeigt, dass diese Wahl von a; und ag beide Gleichungen
16st. O

1.3.2 Sinus, Cosinus und Tangens
Wir betrachten den Einheitskreis K := {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} C R? und erinnern uns, dass
der Umfang von K gerade 2m ~ 6.28 betrdgt. Es sei t € R. Wir unterscheiden zwei Fille:
* ¢t > 0. Wir starten am Punkt (1,0) und laufen die Lange ¢ auf dem Einheitskreis gegen den
Uhrzeigersinn. Wir landen an einem Punkt P(t) € K.
* ¢ < 0. Wir starten am Punkt (1, 0) und laufen die Lange |¢| auf dem Einheitskreis im Uhrzei-
gersinn. Wir landen an einem Punkt P(t) € K.
Wir erhalten also eine Funktion
P:R— K;tw— P(t).

Da jeder Punkt P(t) durch eine z- und eine y-Koordinate gegeben ist, erhalten wir zwei Funktio-
nen

cos: R — R;t — cos(t)

sin: R — R; ¢~ sin(t)

mit der Eigenschaft P(t) = (cos(t),sin(t)) fiir alle ¢ € R. Diese Funktionen heiflen Cosinus und
Sinus.

st p: I — R eine Polynom, X C R eine Menge mit p(I) C X, so nennen wir auch p: I — X ein Polynom.
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Abbildung 1.2: Veranschaulichung des Einheitskreises.

Satz 1.32. (1) Die Funktionen sin und cos sind 2m-periodisch, das heif$t es gilt sin(t + 2mn) =
sin(t) und cos(t 4+ 2mn) = cos(t) fiir alle t € R und alle n € Z.

(2) Es gilt sin(t)? + cos(t)? = 1 fiiralle t € R.
(3) Es gilt cos(R) = [—1, 1] = sin(R).
(4) Fiirallet € R gilt sin(—t) = —sin(t) und cos(t) = cos(—t).

(5) Esgiltsin(s+t) = sin(s) cos(t) £ cos(s) sin(t) und cos(s £t) = cos(s) cos(t) F sin(s) sin(t)
fiirallet,s € R.

(6) Esgilt sin(t + §) = cos(t) fiir alle t € R.
(7) Es gilt sin(t) = 0 genau dann, wenn t € {nn | n € Z} und cos(t) = 0 genau dann, wenn
te{nm+5|ne€z}
Wir definieren Tangens als die Funktion

sin(z)

tan:R\{mr—Fg |neZ} =Rz cos(@)”

Dies ist wohldefiniert, da cos(z) # 0 fiir alle € R\ {n7 + § | n € Z} gilt. Weiter gilt

() — sin(—x) _ — sin(z) — tan(e
tan(—z) cos(—x) cos(x) tan(z)

furallez € R\ {n7+ 5 | n € Z}.



Satz 1.33 (Umkehrfunktionen von sin, cos und tan). Es gelten die folgenden Aussagen.

(1) Die Funktion cos: [0, 7| — [—1, 1] ist bijektiv. Die Umkehrfunktion bezeichen wir mit

arccos: [—1,1] — [0, 7].

(2) Die Funktion sin: [~5, %] — [—1,1] ist bijektiv. Die Umkehrfunktion bezeichnen wir mit
arcsin: [—1,1] = [-7, 5]

(3) Die Funktion tan: (-3, %) — R ist bijektiv. Die Umkehrfunktion bezeichnen wir mit

arctan: R — (—g, g)

GCOS

/ fl ﬁsin

s

Abbildung 1.3: Graph von sin, cos und tan auf dem Intervall [0, 27].
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Kapitel 2

Grundbegriffe der Analysis

2.1 Folgen und Grenzwerte

Irrationale Zahlen zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Dezimalzahldarstellung unendlich lang
ist und sich nicht periodisch wiederholt. Auch wenn diese Eigenschaften sehr speziell klingen,
treten irrationale Zahlen hédufig auf, etwa hat das Quadrat mit Seitenldnge 1 die Diagonalldnge
V2eR \ Q. Um solche Zahlen anzundhern bedient man sich héufig Iterationsverfahren.

Beispiel 2.1. Gesucht ist v/3. Wir verwenden das Heron-Verfahren’. Wir beginnen mit dem
Startwert

a) ‘= 3
und definieren iterativ
1 3
an+1 = 5 (an + a) €Q.

Man kann zeigen, dass die Zahlenfolge mit Werten in Q eine immer besser werdende Anndherung
an /3 liefert. Genauer gilt

a1>a2>a3>--->an>an+1>...>...\/§'

Es stellt sich bei der Anndherung die Frage der ,Qualitdt”: Die Zahlenfolge by := 1,by :=
1.1,b3 := 1.11, by := 1.111,... ist auch eine immer besser werdende Anndherung an V/3, aller-
dings werden wir v/3 niemals beliebig nahe kommen, da b,, < % < +3firallen e N gilt. Im
Folgenden werden wir uns systematisch mit diesem Problem auseinander setzen. Dies fiihrt
auf den Begriff der Folgenkonvergenz.

"Wikipedia: https://de.wikipedia.org/wiki/Heron-Verfahren

Definition 2.2. (1) Eine (reelle) Folge ist eine Funktion a: N — R;n — a,. Wir schreiben kurz
a = (an)nen, (an) oder (a1, a2,as,aq,...).

(2) Eine Folge (ay)nen ist konvergent, falls ein a € R existiert, sodass die folgende Bedingung
erfiillt ist: Fiir jedes ¢ € R+ gibt es ein n. € N sodass |a,, — a| < ¢ fiir alle n > n..

12
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In diesem Fall ist a eindeutig bestimmt und wir nennen a den Grenzwert von (ay)nen. Wir
schreiben

lim a, = a
n—oo

und sagen, dass (a,)nen gegen a konvergiert. Eine konvergente Folge mit Grenzwert 0 heifst
Nullfolge.

(3) Eine nicht konvergente Folge heif3t divergent.
(4) Es sei (ap)nen eine Folge. Wir schreiben

lim a, = oo,
n—oo

falls zu jedem Element M > 0 ein ny; € N mit a,, > M fiir alle n > njs € N existiert. Analog
schreiben wir

lim a,, = —o0,
n—oo

falls zu jedem Element M > 0 ein nys € Nmit a,, < —M fiir alle n > njys € N existiert.

R
[ ]
o o
; a—+¢e
° : ° ) o

,,,,,,,,,,,, S

.' ° . +anf e ®® e %
Le ® —

o a €

1 n

Abbildung 2.1: Veranschaulichung von Konvergenz.

Bemerkung 2.3. (1) Eine alternative Formulierung fiir Konvergenz gegen a ist: Fiir jedes ¢ > 0
ist die Menge B.(a) := {n € N | |a, — a| > ¢} endlich. Das heifit, wenn wir endlich viele
Folgenglieder vernachldssigen, haben alle anderen Folgenglieder den Abstand hochstens ¢
von a.

(2) Der Grenzwert a einer Folge (a,,)nen muss nicht in der Menge {a,, | n € N} enthalten sein.

(3) Gilt lim a,, = %00, so ist (a,)nen nach Definition divergent.
n—o0

Beispiel 2.4. (1) Die Folge (1), en konvergiert gegen 0: Es sei ¢ > 0. Dann existiert n. € N
mit 0 < n% < €. Wir erhalten fiir n > n. die Ungleichung 0 < % < é < ¢ und damit
11 -0 <e.

(2) Es sei ¢ € R. Dann ist die konstante Folge (a,) = (¢, ¢, ¢, c,...) konvergent mit Grenz-
wertc: Flire > 0und n > n. :=1gilt |a, — ¢/ =|c—¢|=0<e.

(3) Die Folge ((—1)")nen = (—1,1,—1,1,...) ist divergent: Sei a € R. Dann gilt |[a — 1| > %
oder |a — (—1)| > 4. Im ersten Fall gilt fiir gerades n € N [a — (—1)"| > % und im
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zweiten Fall gilt fiir n € N ungerade |a — (—1)"| > 3. Das heif}t, a kann kein Grenzwert
von ((—1)")pen sein. Da a beliebig gewahlt war, ist die Folge divergent.

“siehe Archimedisches Axiom.

Satz 2.5. Es seien (an)nen und (by)nen konvergente Folgen mit Grenzwerten lim a, = a und
n—oo
lim b,, = b. Weiter sei ¢ € R.

n—00

(1) Die Folgen (ay, + bp)nen, (an - bp)nen und (c - an)nen sind konvergent und es gilt

lim a, + b, =a+ b, hm ap-bp=a-b, lim c-a, =c-a.
n—0o0 n—oo

(2) Gelten b # 0 und by, # 0 fiir allen € N, so ist (3> )neN konvergent mit lim = =%
Beispiel 2.6. (1) Esist (;» 1 )neN = (1), cn. Damit liefert Satz 2.5, dass (-3 )nen konvergent
ist mit 1im % = ( lim Ly(lim 5) = 0-0 = 0. Analog ergibt sich, dass jede Folge der

n— o0 n—

Form ( ) mite € Rund ¢ € N eine Nullfolge ist.

2n+47

(2) Wir untersuchen (=45

T Jnen auf Konvergenz. Es gilt

2n+7  2n4+2 5 5
= + — %t .
n—+1 n—+1 n—+1 n—+1

Die konstante Folge (2),,¢n ist konvergent Nach Satz 2.5(2) ist ( 7 JneN konvergent mit

Grenzwert lim ni—l—l = lim 5 lim —=.Nach Satz 2.5 ist (2”+7)n€N konvergent mit
n—oo n—o0 n%oo
2n+7 5
lim nt = lim (24 )= lim 2+ lim =240=2.
n—oo n + 1 n—00 n+1 n—00 n—oon + 1

Lemma 2.7 (Sandwichlemma). Es seien (ay,), (by), (cn) Folgen. Es existiere ng € N mit der Eigen-
schaft a,, < b, < ¢, fiir alle n > ng. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Konvergieren (ay,), (¢,) mit lim a, = lim ¢,, dann ist auch (b,) konvergent mit lim b, =
n—00 n—00 n—0o0

lim a, = lim c,.
n—oo n—oo

(2) Gilt lim a,, = oo, s0 gilt auch lim b, = co
n—o0 n—oo

(3) Gilt li_}m (cn) = —00, so gilt auch lim (by,) = —oc.

n—oo
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|
: b'fl
} Qn
°
|
i
L4 °
° > o . .
[ ] [ I ] —
,,,,, o __0%°e ©°°8 ¢ _ lima,= limc¢
o ® 11‘*"t n—oo ' n—oo
° ° ;
|
|
} n
no

Abbildung 2.2: Veranschaulichung des Sandwich Lemmas.

Beispiel 2.8. (1) Essei0 < ¢ < 1. Dann gilt 1 > g > ¢*> > ¢ > --- > 0. Wir zeigen nun,
dass (¢")nen gegen 0 konvergiert. Wir wollen dafiir das Sandwichlemma anwenden.

Es gilt % > 1 und wir finden z € (1, c0) mit % = 1+ z. Der binomische Lehrsatz liefert

1 NN n\ o ny\ ;
n:($+1)"zz<i>x’1” ' > <0>£L' +<1>x =1+ nz.

q =0

1

Umstellen liefert also ¢" < 5 oz < rle Nun wenden wir das Sandwichlemma mit

a, =0und ¢, = % fur alle n € N an und erhalten (¢") — 0.

(2) Analog zeigt man, dass (¢") fiir g € [1, c0) divergent ist mit h_}rn q" = oo.
(3) Esseib, := (_n# fiir alle n € N. Wir definieren a,, := —% und ¢, := % Es gilt a,, < by, <
cp fiir alle n € N. Weiter sind (a,,) und (c,,) Nullfolgen. Damit gilt dies auch fiir (by,).
5\n
(4) Wir betrachten die Folge (%)HGN. Es gilt 9(;;51” = 1+(99) . Anwendung von (1) und

Satz 2.5 liefert die Konvergenz und lim ( ey =1.

2.2 Reihen

Es seien m < n € Z und xp,, Tmi1,-- -, Tn—1,Tn € R. Wir schreiben die endliche Summe der
Elemente in der Form
n
Zazi =Tyt Tyl ..+ Ty
i=m
Bereits in der Schule gehen wir mit unendlichen Summen um, ohne es zu merken. Z.B. lernen wir:
1

- =0,1=0,111111...
9
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In Bruchschreibweise ergibt sich die unendliche Summe

1 1 1
- =0,111111... = — + — + —— =
9 ’ 10 + 100 * 1000 Z 10

Wir konkretisieren dies nun mithilfe von Folgen und Reihen.

Beispiel 2.9. Es sei ¢ € R\ {1}. Wir betrachten die Folge (¢")nen und definieren s, :=
St =q+¢®+...+q" Esgilt

n n n
Q=@sn=01-q)) ¢ => ¢ =D ¢ =q—¢"" =q(1-¢").
=1 =1 i=1

Da g # 1 gilt, erhalten wir
(1 — g"
5 =1 1=dY
1—-q
Wihlen wir nun zusitzlich —1 < ¢ < 1, so liefert uns Satz 2.5, dass die Folgen im Zahler und
Nenner von s,, konvergent sind. Wir erhalten

lim ¢-(1-¢")

lim s, = 2= -
oo lim 1—gq 1—gq
n—o0
_ _1l—gqtq _ 1 .
Anders ausgedriickt: Y% ¢' 74, und Yedt =1+ 1‘%(1 = qq = 1, Kehren wir zu

unserem Beispiel zurtick, so erhalten wir

Motiviert von diesem Beispiel, betrachten wir in diesem Abschnitt Folgen (a,)nen und defi-
nieren daraus eine neue Folge (sy,)nen.

Definition 2.10. Es sei (ay,)nen eine Folge. Dann heif3t die Folge (s, )nen der Partialsummen mit
n
Sn ::a1+a2+...+an:2ai

(unendliche) Reihe. Wir schreiben ), a; und meinen damit sowohl die Folge der Partialsummen
(Sn)nen als auch den Grenzwert der Folge, falls dieser existiert.

Bemerkung 2.11. Ist Y2, a; konvergent (also die Folge der Partialsummen (s,)), so ist nach Satz 2.5
fiir jedes ¢ € R auch die Folge der Partialsummen (c - s,,) konvergent, d.h. >, ¢ - a; und es gilt

Yiicrai=c Y ai
Definition 2.12. Es sei 0 # ¢ € (—1,1). Die Reihe > 7 | ¢" heifSt geometrische Reihe zu q. Es ist
> o021 ¢" konvergent mit > 7, ¢" = %q.
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Y2 OFF

Hq’.r(,ui's

hhp: /4 v ToeGP.con

Abbildung 2.3: Es gilt >">° | ()" = 1.

Beispiel 2.13. Sie gewinnen im Lotto und wollen ihrem besten Freund X einen Geldbetrag G
schenken, sodass sich dieser sein Auto im Wert von 60.000€ kaufen kann. Erhilt X das Geld,
so muss es mit 20 Prozent versteuert werden. Mit

G- (1 —0.20) = 60.000

schlieflen wir, dass wir unserem Freund 75.000€ schenken miissen. Ein komplizierterer An-
satz ist: Schenken wir X 60.000€ miissen wir ihm noch die 20 Prozent von 60.000€ tiberweisen.
Dieser Betrag wird aber ebenfalls mit 20 Prozent versteuert, d.h. wir miissen noch 20 Prozent
von 20 Prozent von 60.000€ {iberweisen. Dieser Prozess setzt sich unendlich lange fort. Ma-
thematisch:

> 1., 1. 1
G = 60.000 + Z 60.000 - (g)z = 60.000 + 60.000 - Z(g)l = 60.000 + 60.000 - 1= 75.000.
=1 =i

Wir haben gesehen, dass fiir ¢ € (—1,1) \ {0} die Reihe Y 7 , ¢" konvergiert und dass (¢")nen
eine Nullfolge ist. Dies ist kein Zufall:

Satz 2.14. Es sei (ay)nen, sodass y > | a,, konvergent ist. Dann ist (ay,)nen eine Nullfolge.

Beweis. Es sei (a,)nen eine Folge, sodass die Folge s, := > ;' | a; gegen s € R konvergiert. Es
sei sp := 0. Wir betrachten die Folgen (s,)nen und (S,—1)ren. Beide Folgen konvergieren gegen s.
Nach Satz 2.5 konvergiert auch die Folge

(Sn - Sn—l)neN = (an)neN
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gegen s — s = 0, ist also eine Nullfolge. O

Umgekehrt muss die Reihe einer Nullfolge nicht konvergieren:

Beispiel 2.15. Wir betrachten die Nullfolge (1 ),en und die harmonische Reihe > 00 | L. Wir
fassen Summanden wie folgt

P +(1+1)+(1+1+1+1)+
~— 2 3 4 5 6 7 8
al:= N~~~ N —

ag:= az:= aq:=

2m 2m

1 1
Amy1 = Z T > om
k=2m—-141 k=2m—141
27’71/
1 1 1 1
k=2m—141
Damit gilt fiir m € N:
00 2m m—+1
1 1 m+1
> == o> 0
PIEED DD I
n=1 n=1 =1

Dies zeigt > oo ; L = o0.

2.3 Grenzwerte von Funktionen und stetige Funktionen

Definition 2.16 (Definition aus der Schule). Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R
heifdt stetig, wenn der Graph von f keine Sprungstellen hat bzw. wenn wir den Graph von f ohne
Absetzen des Stiftes zeichnen konnen.

Probleme:

(1) Es ist uns gar nicht moglich den Graphen Gy genau zu zeichen, da eine Zahl auf der Zah-
lengeraden nur ein Punkt ohne Ausdehnung ist.

(2) Esist uns nicht moglich die Funktion tan: (5, §) — R zu zeichnen, da der Funktionsgraph
unendlich lang ist.

Im Folgenden sei I C R eine Teilmenge von R. Der Folgenbegriff erlaubt es uns Stetigkeit mathe-
matisch sauber zu formulieren:

Definition 2.17. Essei f: I — R eine Funktion.

(1) Esseia € R und es existiere eine Folge (a,,),en mit den Eigenschaften

(¥*) ap€lfirallen € Nund lim a, =a.
n—oo
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Ein Element ¢ € R heifdt Grenzwert von f an der Stelle a!, wenn fiir jede Folge (b,,)nen mit
den Eigenschaften (x)
lim f(b,) =c

n—oo

erfiillt ist. In diesem Fall schreiben wir

lim f(z) =c.

r—a

(2) Esseia € I. Die Funktion f heifst stetig in q, falls
lim f(z) = f(a)
gilt.
(3) Ist f in jedem Punkt a € I stetig, so heifst f stetig.

Bemerkung 2.18. Eine dquivalente Definition fiir Stetigkeit von f: I — R fiir a € [ ist: Fiir jede
gegen a konvergente Folge (a,,),ecn mit Folgengliedern in I gilt

lim f(an) = f(a) = f(lim ay).

n—oo n—oo

Wir konnen also den Limes und die Funktionsauswertung vertauschen.

Beispiel 2.19. Wir machen uns an Beispielen klar, dass der neue Stetigkeitsbegriff unsere
Intuition mathematisch fasst:

(1) Wir betrachten die Funktion

1 wennz <1,
2 wennux > 1.

ﬂR%&ﬂ@:{

Der Graph G/ hat die folgende Gestalt.

Bei z = 1 liegt eine Sprungstelle vor, das heifdt die Funktion ist nicht stetig im Sinne der

Schuldefinition. Wie ndhern uns « = 1 von links durch die Folge (a,,)nen mit a,, = 1 —

% € R.Esgilt lim a, = 1. Weiter gilt a,, < 1 und damit f(a,) = 1 fiir alle n € N. Damit
n—oo

1Beachte, dass a nicht in I enthalten sein muss.
’Da a € I, erfiillt die konstante Folge (a).en die geforderten Eigenschaften aus (1).



ist (f(an))nen die konstante Folge mit Grenzwert 1. Insbesondere gilt 1i_>m flap)=1#
2=f(1)=f( li_)rn ap).

(2) Die Funktion f: R — R;z + z? ist stetig. Dies ist intuitiv klar, wenn wir uns den
Graphen von f ansehen:

Es sei a € R beliebig und (a,),en eine Folge mit Grenzwert a. Dann gilt f(a,) = a2

und Satz 2.5 liefert l1m flan) = hm (an an) = hm ap, - 11_>m a, = a®> = f(a). Damit
oo

ist f stetlg in a. Auf ¢ dlese Weise zelgt man auch: ]ede Polynomfunktion p: I — R;z —
iy aix” vom Grad n € Ny ist stetig.

(3) Allgemeiner sind folgende Funktionen stetig: sin: R — R, cos: R — R. Wir werden im
Laufe des Semesters noch weitere stetige Funktionen kennen lernen.

(4) Fir Grenzwerte von Funktionen (sofern diese existieren) gelten dieselben Rechenregeln
wie fiir Grenzwerte von Folgen (vgl. Satz 2.5).

(5) Wir berechnen den Grenzwert lim xz;é Nach (2) gilt lim 22 —1=4%—-1= 63 und

lim 22 +5 =42 +5 = 21. Wir erhalten mit den Grenzwertgesetzen

r—4

lim — o=t =
a=422+5 limaz2+5 21
r—4

Weiter berechnen wir den Grenzwert

x?—1

).

I
im, cos( 1

Der Definitionsbereich der Funktion ist R\ {—1}. Weiter existiert eine Folge mit Folgen-
gliedern in R \ {—1}, die gegen —1 konvergiert (etwa (—1 + 1),cn). Fiir z € R\ {-1}
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gilt 3;24:1177 = (x_iﬁfﬂ)w = (xz — 1)m. Wir erhalten [im, m;:llw = xlirzll(x — ) = —2m.
Da die Cosinusfunktion stetig ist, erhalten wir
72— 2 _
xl_i)r& cos( 1 ) = cos(gcl_ifr_l1 P m) = cos(—2m) = 1.

Im Grundlagenkapitel bzw. im Vorkurs haben wir rationale Potenzen kennen gelernt. In [2,
3.1] steht ,Achtung: Wir haben fiir a > 0 den Ausdruck a” nur fiir rationales = definiert. Um die
Definition auch auf beliebige = € R ausdehnen zu kénnen, braucht man weiteres mathematisches
Werkzeug wie den Grenzwert-Begriff.” Wir haben nun das nétige Riistzeug um a” fiir x € R
sauber zu definieren. Dazu nutzen wir den folgenden Satz.

Satz 2.20. (1) Fiir jedes = € R ist die Reihe exp(z) := >_0° o L konvergent” und es gilt fiir alle
z,y € R die Gleichung

exp(z +y) = exp(z) - exp(y).

(2) Die Funktion
exp: R — Ryg; 2 — exp(x)

ist stetig, bijektiv und streng mononton wachsend.

"Die Konvergenz ldsst sich mit dem sogenannten Quotientenkriterium fiir Reihen nachweisen.

Definition 2.21. (1) Die Zahl e := exp(1) heifst Eulersche Zahl und es gilt e ~ 2.7183. Es gilt
e € R\ Q. Fir z € R definieren wir

T

e’ 1= exp(x).
In dieser Schreibweise gilt e*t¥ = exp(z + y) = exp(z) - exp(y) = e - ¥ fiir alle 2,y € R.

(2) Die Umkehrfunktion von exp heifst natiirlicher Logarithmus und wird mit In: Ry — R be-
zeichnet. Es seien z,y € R+ . Wir bemerken

In(z - y) = In(e™@ . W) = In(M@+MW)) = 1n(z) + In(y).

Beispiel 2.22. (1) Esseiz € R.pund n € N. Dann gilt

n-mal

In(z) = In((z7)") = In(zw - 7 ---z7) = nln(zr)

(2) Es gilt ¢ = exp(0) = 1 und damit 0 = In(1) = In(z - 27 !) = In(z) + In(z~!) fiir alle
x e R>0.
(3) Esseienn,qg e N,p e Z\ {0} und a € Ry. Es gilt

n-mal

el In(a) _ eln(a)—l—-~~—|—ln(a) _ eln(a) _eln(a) . eln(a) — q".



und damit 1
() eqn(@ _ epéln(a) ©) pIn(a?) _ (ah)?

falls p € N gilt. Im Fall p < 0 ist —p € N und wir erhalten
e @) _ o(=p/a)(-n(@) @ (p/0 @™ & (~1yi)p = ¢

Definition 2.23 (Allgemeine Potenz). Es sei a € Ry und 2 € R. Wir definieren

a® = exln(a)'S
Satz 2.24. Essei 1 # a € R~q. Die Funktion

Pa: R — Ryg;x — a®
ist stetig und bijektiv. Die Umkehrfunktion wird mit

log,: Ryo — R

bezeichnet und es gilt log,(x) = }ﬁgg fiir alle x € Rxy.

Satz 2.25 (Allgemeine Potenzgesetze). Es seien a,b € R~o, z,y € R, dann gelten:

(1) (a®)¥ = a™.
(2) a® - b* = (ab)®.
(3) a® - a¥ = a® 1.

(4) In(a”) = z - In(a).

*Nach Beispiel 2.22 ist die Definition mit unserer Definition von a" fiir r € Q kompatibel.

22
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2.4 Differenzierbarkeit

In der Differentialrechnung studiert man ,geeignete” Funktionen, indem man diese lokal durch
Geraden approximiert. Gegeben sei uns eine geeignete Funktion f: I — R und ¢ € R. Wenn wir
eine Tangente ¢, an den Graphen G an der Stelle f(a) anlegen kénnen, so unterscheiden sich
die Werte auf dem Graphen G in einer kleinen Umgebung nicht wesentlich von denen auf der
Tangente ¢,,.

Ziel:
tq durch (a, f(a))
A
fla
a R>
Abbildung 2.4: Tangente an Gy durch f(a).
Probleme:

(i) Was bedeutet ,geeignet”? Gibt es Funktionen, an die wir keine (eindeutige) Tangente anle-
gen kénnen?

(ii) Wie berechnet man die Tangente?

Verfahren: Wir geben uns den Punkt a € I vor. Die Tangente ¢, zu f an a ist eine Gerade, die
durch den Punkt (a, f(a)) ldauft. Wir benétigen noch die Steigung von ¢, . Dazu betrachten wir fiir
x € I\ {a} die Sekante, d.h. die Gerade, die durch die Punkte (a, f(a)) und (z, f(z)) lduft. Die
Steigung dieser Sekante ist durch
f(z) — f(a)
r—a

gegeben.
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> 0—o0 >
a T R a x R

Ist die Funktion f ,geeignet”, so erhalten wir die Steigung der Tangente ¢,, indem wir z immer
naher an a heran wandern lassen.

Definition 2.26. Es sei f: I — R eine Funktion und a € I. Die Funktion f heifst differenzierbar im
Punkt a, falls der Grenzwert
) et 1) 1@

T—a T —a

existiert. Weiter heift f differenzierbar, falls f differenzierbar in jedem Punkt in 1 ist.*

Beispiel 2.27. (1) Wir zeigen, dass f: R — R;z — 23 differenzierbar in jedem Punkt ist. Es
seia € Rund z € R\ {a}. Es gilt

f@=fa) _a*-d _@-a@tsated) _ 5
r—a r—a r—a

Damit existiert der Grenzwert in a und ist gegeben durch

f(a) = limM: lim 22 + za 4+ a® = a®> 4 a® + a® = 3a%.

T—a Tr—a r—a

(2) Mit dhnlichen Argumenten wie in (1) ldsst sich zeigen, dass die folgenden elementaren
Funktionen differenzierbar sind. Wir listen ohne Beweis die zugehorigen Ableitungen
(siehe z.B. [1]).

*Essei f: I — R differenzierbar in a. Wir berechnen den Grenzwert des Differenzenquotienten, also der Funktion

I\{a} =2 R;z — 7]“(@ — f(a)

Tr—a

an der Stelle a. Da der Grenzwert existiert, gibt es insbesondere eine Folge (an )nen mit Folgengliedern in I'\ {a}, sodass
lim a, = a gilt. Fiir jede solche Folge gilt weiter

n—o0o

o 102 = 1@ _

n—o0 an — a



Funktion Ableitung

f(z) =z°mita € R f!(z) = ax®1
f(z) =a*mita € Ry | f'(z) =1In(a)a”®
f@)y=sin(@) | £(z)=cos(z)
f(x)

= cos(z) f'(z) = —sin(z)

Wir bemerken den Spezialfall f(z) = . Hier gilt f'(z) = In(e)e® = €.
(3) Wir betrachten die Betragsfunktion
iR Rz |z
und zeigen, dass f nicht differenzierbar in 0 ist.

A

Anschaulich ist dies klar, da wir in 0 keine eindeutig bestimmte Tangente anlegen

konnen. Wir betrachten zwei Folgen (ay,)nen = (%)neN und (by,)pen = (%)neN. Beide

25

. . . . . 9 . f(an)_f(o) _
F_ollgen besitzen den Grenzwert 0 mit Folg?nghedern in R\{0}. Einerseits gilt =~ —7= =
@ = —1 und andererseits W = @ = 1. Wir erhalten
n—oo an — 0 n—o0 bn -0

Damit existiert der Grenzwert nicht und f ist in 0 nicht differenzierbar.

Satz 2.28 (Rechenregeln). (1) Es seien f,g: I — R Funktionen, die differenzierbar in x sind.
Dann sind f + g und f - g differenzierbar in x und es gilt
(f +9)(z) = f'(2) + g'(z) (Linearitit)
(f - 9)(z) = f'(@)g9(z) + f(z)g'(2). (Produktregel)

(2) Esseien f,g: I — R Funktionen differenzierbar in x. Ist g(x) # 0, so ist g differenzierbar in
x mit

(Quotientenregel)
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(3) Esseien h: J — Rund f: I — R Funktionen mit f(I) C J. Weiter sei f differenzierbar in x
und h in f(x) differenzierbar. Dann ist h o f: J — R differenzierbar in x mit

(ho f)(x) = f'(x)-W(f(x)) (Kettenregel).
(4) Ist f: I — J C R bijektiv und differenzierbar in = mit f'(z) # 0, s0 ist f~1: J — I
differenzierbar in y := f(x) mit

(f)') = f’za:) = f,(f_ll ™) (Umkehrregel)

Bemerkung 2.29. Bs sei f: R — R;z + 22 + ¢%*. Streng genommen gilt f = fi + f2 o f3 mit
fi:R= Rz a2, fo: R Rz e und f3: R = R; 2 +— 2. Dann gilt nach den Rechenregeln:

fl@) = (fi+ fao f3)'(2) = filx) + (fo 0 f3)'(2) = fi(z) + fi(2) - f5(f3(2)) = 22 +2- €*.

In der Differentialrechnung ist es iiblich Funktionen f: I — R mit ihrer Funktionsvorschrift zu
identifizieren: Wir schreiben also

fl(x) = (2% +¥) = (@) + (e**) = 22 + (22) - &**

fur alle x € R.
Warnung: Man kann bei dieser Schreibweise auch leicht durcheinander kommmen:

Es gilt sin’(2x) = cos(2x), aber (sin(2x))" = (2z)’ cos(2z) = 2 cos(2x).

Beispiel 2.30. (1) Essei f: R — R;x ~ >®°(®) Es gilt f = go (hy - hg) mit hy: R —
R;z — 2z, ho: R — R;z — cos(z) und ¢g: R — R; 2 — e”. Daher gilt

f(@) = (- ha)/(z) - g'((ha - h2)())
= Ry (x)ha(z) + hi(z)hy(a) - ehrh2)@)

. o2 cos(x) o2 cos(z) )

= 2cos(x) — 2z sin(x) = 2(cos(z) — xsin(x))

Nach Identifikation gilt
f’(x) _ (62:1: COS(:L‘))/ _ (2£C Cos(x))/eQxcos(:c) _ ((2]1)/ COS($) + 92 COS/(iL'))€2w cos(x)
= (2cos(z) — 2z sin(x))e?® @)
(2) Essei f =tan. Es gilt f = % Nach der Quotientenregel gilt fiir » € (5, 5) damit

sin’(z) cos(z) — sin(z) cos’ (z cos(z)? + sin(x)?
() = () cos(z) 2() (z) _ ()+2()_ 12‘

cos(z) cos(z) ~ cos(x)

(3) Essei f: R — Rsp;2 — e”. Dann ist f bijektiv und differenzierbar mit f’ = f. Sei also



Definition 2.31. Essei f: I — R eine differenzierbar, so erhalten wir eine Funktion f': I — R, die
wir als Ableitung von f bezeichnen. Ist f’ eine differenzierbare Funktion auf I so bezeichnen wir
die Ableitung von f’ mit f” und nennen sie zweite Ableitung von f. Fiir n € N schreiben wir auch

y € Rsg. Wir erhalten

In'(y) = (f 1) (y) = = =

) fiir die n-fache Ableitung von f (falls diese existiert).

Beispiel 2.32. (1) Es gilt (sin(x))® = (cos(z))” = (—sin(x))’ = — cos(z) fiir alle = € R.

@)

®)

Wir betrachten
x2,falls z > 0,

fTR=>Rx—
0, falls x < 0.

Man rechnet nach, dass f auf ganz R differenzierbar ist und die Ableitung ist durch

2z, falls z > 0,

PR Rz~
0, falls < 0.
gegeben. Die Funktion f’ ist differenzierbar auf R \ {0}, nicht aber in 0.

Ableitungen konnen auch in der Politik niitzlich sein:

,In the fall of 1972 President Nixon announced that the rate of increase of
inflation was decreasing. This was the first time a sitting president used the
third derivative to advance his case for reelection.” - Hugo Rossi *

Wir betrachten als (sehr vereinfachtes) Beispiel eine Preisfunktion
f:10,4] —>]R;33»—>:E% +1,
wobei x das x-te Jahr seit Amtsantritt von Prasident Nixon bezeichnet. Wir erhalten
e f(z)= 22 + 1: Preisfunktion.
e fl(x) = %:c%: Anstieg des Preises = Inflation.
o f(x)= %x%l: Anstiegsrate der Inflation.

o f"(z) = %395_73: Anderung der Anstiegsrate der Inflation.

Da f"(x) < 0 fir z € [0,4] gilt, ist die Anstiegsrate der Inflation in der gesamten Amts-
zeit fallend (siehe Satz 2.35), jedoch ist die Preisentwicklung alles andere als positiv fiir
die Bevolkerung. Der Preis steigt in 4 Jahren von 1 Dollar auf 9 Dollar. Es findet also
eine Verneunfachung des Preises statt. Die Inflation steigt von Jahr zu Jahr, nur die Ge-
schwindigkeit des Wachstums nimmt ab. Die folgende Abbildung zeigt die Graphen

von f,f" und f”.
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“Mathematics Is an Edifice, Not a Toolbox, Notices of the AMS, v. 43, no. 10, October 1996

Satz 2.33. Essei f: I — R eine Funktion die differenzierbar in « € I ist. Dann ist f auch stetig in
€.

Definition 2.34. Essei f: I — R eine Funktion.
(1) a € I heifit globales Maximum (Minimum), falls f(z) < f(a) (f(z) > f(a)) fir alle z € I gilt.
<f

(2) a € I hei3it lokales Maximum (Minimum), falls f(z) < f(a) (f(a)
einer Umgebung® von a gilt.

(x)) fur alle z € I in

Definition 2.35. Es sei f: I — R differenzierbar in a € I mit f’(a) = 0. Dann nennen wir a einen
kritischen Punkt.

Satz 2.36. Es seien [ ein offenes Intervall, f: I — R differenzierbar und a € 1.

(1) Hat f in a ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, so gilt f’(a) = 0. Es handelt sich
bei a also um einen kritischen Punkt.

(2) Essei f'(a) = 0 und f"(a) # 0. Gilt f"(a) > 0 (f"(a) < 0), so ist a ein lokales Minimum
(Iokales Maximum,).

(3) Gilt f'(a) > 0(f'(a) <0),soist f in einer Umgebung von a monoton wachsend (fallend).

(4) Es gilt f'(x) = 0 fiir alle x € I genau dann, wenn f konstant ist.

Beispiel 2.37. (1) Wir untersuchen die nach oben getffnete Parabelfunktion R — R;z —
z2+z+1.

°Eine Umgebung ist nach Definition ein Intervall [a — ¢, a + €] C I fiir & > 0 geeignet.
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v

-1 1

Es gilt f’(z) = 2z + 1. Damit kann ein lokales Minimum/Maximum nur bei —% vor-

liegen. Mit f”(z) = 2 > 0 folgt, dass es sich um ein lokales Minimum handelt. Weiter

besitzt f kein globales Maximum, aber ein globales Minimum in —%.

(2) Die Funktion f: R — R;z + 22 erfiillt /(0) = 0 und f”(0) = 0. Aber 0 ist weder ein
lokales Minimum noch ein lokales Maximum. Weiter besitzt f kein globales Maximum
oder Minimum.

(3) Die Funktion f: R — R;x ~ z* erfiillt f/(0) = 0, f/(0) = 0 und 0 ist trotzdem ein
lokales Minimum. Weiter besitzt f kein globales Maximum, aber ein globales Minimum
in 0.

(4) Die Funktion f: R — R;x + z* + 323
von [’ sind —2, —% = @, _% + @'

— 4z erfiillt f’ = 423 + 922 — 4 und die Nullstellen

1

Y

Es gilt f"(-2), f"(—% + @) > 0und f"(—3% — @) < 0. Damit sind —2 und —% +

@ lokale Minima und —} — @ ein lokales Maximum. Weiter besitzt f kein globales

Maximum und —} + \/7373 ist das einzige globale Minimum.

PN
v

2.5 Differenzierbarkeit in mehreren Variablen

Essei f : R® =+ R eine Funktion mit n > 2. Dann ist der Graph einer Funktion f : R" — R eine
Teilmenge von

R" x R = R"! .

Im Fall n = 2 ist der Graph einer Funktion also eine Fliche im R?. Oftmals ist der Graph von f
schwer zu zeichnen. Man verwendet daher auch ein Hohenlinienbild®.

Definition 2.38. Es sei f : R? — R eine Funktion und ¢ € R . Dann heifit

Hy(c) :=={(z,y) ER* : f(z,y) =c}

®Hohenlinien werden oft fiir Landkarten benutzt: https://de.wikipedia.org/wiki/Hhenlinie


https://de.wikipedia.org/wiki/Höhenlinie
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die Hohenlinie von f zum Wert c.

Beispiel 2.39. (1) Wir betrachten die Funktion
fiR? 5 R; (z,y) — 22 + 92
Dannist Gy = {(z,y,2% + y?) € R | 2,y € R} C R3. Dann gilt
Hy(c) = {(z,y) €R? | 2 +y* =c}.

Fiir ¢ < 0 gilt H¢(c) = @ . Fiir ¢ > 0 handelt es sich um einen Kreis mit Radius /c . Wir
veranschaulichen Gy und ein Hohenlinienbild fiir ¢ € {1,4,9, 16}.

YW
N2

(2) Essei f : Rx R —= R; f(z,y) =y + 2z. Ist ¢ € R gegeben, so gilt
Hi(c) = {(2,y) eR?| y+ 22 =c}

Damit ist H¢(c) der Graph der Geraden g(z) = —2z-+c. Insbesondere sind alle Hohenlinien
parallel mit Steigung —2. Wir veranschaulichen Gy und ein Hohenlinienbild fiir ¢ = 3.
y/\

s

[\G][eV]

g

Es sei f : R® — R eine Funktion und a = (ay,...,a,) € R" ein Punkt. Fir i € {1,...,n}
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definieren wir die Funktion
R—R
fa,i :
X = f(CLl, ey A1, Ly AT, Qg 1y - - ,an)
Definition 2.40. Die i-te partielle Ableitung von f im Punkt a ist durch

0
@) = i)

definiert (falls f, ;(a;) existiert). Wir nennen f partiell differenzierbar, falls fiir alle i € {1,...,n} die
i-ten partiellen Ableitungen existieren.

Beispiel 2.41. (1) Essei f: R? = R; (x,y) — 2 + xy eine Funktion. Dann gilt

of _ of _
%(x,y) =2z +yund 8y(ulf,y) = 2.

(2) Essei f: R? = R; (z,y) — x - e*¥ eine Funktion. Wir erhalten

giu,,y) — eoc—i—y + xez-ﬁ-y — (1: 4 l)eﬁ_y
af _ r+y
8y(x7y) = Te€ :

Definition 2.42. Essei f: R — R und a € R".

(1) Die Funktion f hat ein lokales Maximum (lokales Minimum) im Punkt q, falls f(z) < f(a)
(f(z) > f(a)) fur alle z in einer Umgebung von «a gilt.

(2) Der Punkt a € R" ist ein kritischer Punkt von f, falls g—xfi(a) =0firl <i<ngilt

Bemerkung 2.43. Lokale Maxima, lokale Minima, kritische Punkte und partielle Differenzierbarkeit
lassen sich analog fiir Funktionen f: D — R definieren, wobei D C R" eine nicht-leere offene
Teilmenge ist. Fiir uns sind offene Mengen stets von der Form D = I} x Iy x --- x I,, C R", wobei
I, ..., I, offene Intervalle in R sind. Im Folgenden sei D C R" eine nicht-leere offene Menge.

Satz 2.44. Es sei f: D — R partiell differenzierbar. Hat f im Punkt a € D ein lokales Maximum
oder ein lokales Minimum, so ist 0 ein kritischer Punkt von f.

Beispiel 2.45. (1) Essei f: R? = R;(z,y) — x - Y. Dann gilt

0 0

8—£(m, y) = (x + 1)e* ¥ und 8‘;(% y) = xe* 1Y,

Ist also a = (a1, ag) ein kritischer Punkt von f, so folgt (a1 + 1)e™ 192 = () = qje™ %2
Wegen e* # 0 fiir alle z € R liefert die erste Gleichung a; = —1, wihrend die zweite
Gleichung zu a; = 0 fiihrt. Damit besitzt f keine kritischen Punkte.
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(2) Essei f: R? = R; (z,y) — 22 + 2y Es gilt

of _ of _

Damit ist a = (0, 0) der einzige kritische Punkt von f.

Definition 2.46. Sei f : D — R eine Funktion, a € D. Dann definieren wir fiir alle ¢, j € {1,...,n}
o f
0 f 0 9%;

83@6% (a) - 890@ <a)

die zweiten partiellen Ableitungen von f im Punkt a (falls diese existieren) und schreiben auch f; fiir
(.g% firalle j € {1,...,n}.

Beispiel 2.47. Wir betrachten die Funktion

f:R2 = R; f(z,y) = y’sinz.

Dann gilt
_of _ .2 _of B .
Jz = ax(x,y) =y’ cosz und f, = 6y(x’y> = 2ysinz.
Wir erhalten
*f ¥,
axay(xay) = aI(m,y) = 2y cosx und
o f 0 fu

6y8x($’y) = ay(:ﬂ,y) = 2y cosz.

Bei ,,schonen” Funktionen spielt die Reihenfolge der Ableitungen keine Rolle:

Satz 2.48 (Vertauschbarkeit partieller Ableitungen). Sei f : D — R zweimal partiell differenzier-
bar mit stetigen partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Dann gilt
7 @=L
8:51-6:5]- _8J}jaxi

fiiralled,j € {1,...,n} undalle a € D.

Wir hatten bereits bei Funktionen in einer Variablen gesehen, dass die Bedingung f/(a) = 0

nicht notwendig die Existenz eines lokalen Extremwerts anzeigt. Ebenso sind kritische Punkte im
R™ manchmal keine Extrema.
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Beispiel 2.49. Es sei f: R? — R;(z,y) — xy. Dann gilt %(x,y) =y, g—i(:c,y) = z. Also ist
(0, 0) der einzige kritische Punkt von f. Ware (0, 0) ein lokales Maximum von f, so wére 0 ein
lokales Maximum der Funktion g : R — R, g(z) = f(x,z) = x2. Dies ist aber nicht moglich.
Wire (0, 0) ein lokales Minimum von f, so wére 0 ein lokales Minimum der Funktion . : R —
R, g(z) = f(z,—x) = —z% Auch dies ist nicht mdglich. Also ist (0, 0) kein lokales Maximum
oder lokales Minimum von f.

Es sei D C R? offen und nicht-leer. Wir wollen nun ein Kriterium fiir Extremwerte von Funk-
tionen f : D — R angeben, die zweimal differenzierbar sind. Dazu betrachten wir eine neue
Funktion

o f

82 82 2
D) iD= B () = 5 (o) (o) — (o a(o))

Satz 2.50. Essei f : D — R eine Funktion mit stetigen zweiten partiellen Ableitungen. Ist (a,b) € D
ein kritischer Punkt von f, so gelten die folgenden Aussagen.

(1) Ist D(f)(a,b) > 0 und aangx (a,b) > 0, so besitzt f ein lokales Minimum im Punkt (a,b).

(2) Ist D(f)(a,b) > 0 und 8‘125; (a,b) < 0, so besitzt f ein lokales Maximum im Punkt (a,b).
(3) Ist D(f)(a,b

“Im Fall D(f)(a,b) = 0 macht der Satz keine Aussage.

,b) <0, s0 besitzt f kein lokales Extremum im Punkt (a,b).”

Beispiel 2.51. Wir betrachten erneut das Beispiel f : R? — R ; f(z,y) = xy. Dann gilt

o) 0 9?2 82 o2 95l
3—£(aj,y) =, 8—5(:6, y) =z, ﬁ(:ﬂ,y) =0, Wafy(*rv y) =1und ayafy(x,y) = (. Mithin haben

wir D(f)(xz,y) =0-0—1-1 = —1 und Satz 2.50(3) zeigt, dass f kein lokales Extremum im
kritischen Punkt (0, 0) hat.

2.6 Integration

2.6.1 Integrale und Flicheninhalte

Es sei I ein Intervall, f: I — R eine stetige Funktion und [a,b] C I ein Intervall mit f(z) > 0
fir alle x € [a,b]. Wir wollen die Flache berechnen, die durch den Graphen von f und den zur
y-Achse parallelen Geraden durch a und b eingeschlossen wird.

Als erste Anndherung approximieren wir den Inhalt durch eine endliche Summme der Flacheninhalte
von Rechtecken: Es sei n € N. Wir definieren z; := a + £ - (b — a) fiir i € {0,...,n}. Insbesondere
gilt also 29 = a und z,, = b. Wir definieren die Riemannsche Summe

n—1

S(fin) = fla)(@it1 — ).

1=0
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%\r

b
Abbildung 2.5: Veranschaulichung des Flacheninhalts einer Funktion auf dem Intervall [a, b].

A

\
[4
a=zo T ph=goR

Abbildung 2.6: Illustration der Riemannschen Summen fiir n = 2.
Wihlt man eine hinreichend feine Unterteilung, so wird die Anndherung von S(f,n) an den

Flacheninhalt besser.

N\ W
\

\
[4
ax1x2x3x4bR a b]R

e

Abbildung 2.7: Illustration der Riemannschen Summen fiir n = 5 und n = 10.

Die Konstruktion der Riemann-Summen lasst sich auch durchfiihren, wenn nicht f(z) > 0 fiir
alle x € [a, b] gilt. Wir erhalten also immer eine Folge (S(f, n))nen-
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Satz 2.52. Es sei I C R ein Intervall, f: I — R eine stetige Funktion (nicht zwangsweise positiv)
und [a,b] C I ein Intervall.

(1) Die Folge (S(f,n)) ist konvergent. Wir definieren

n—o0

b
/f(x)d:c = lim S(f,n).

b
(2) Gilt f(x) > 0 fiiralle x € [a,b], so ist [ f(z)dx der Flicheninhalt, der durch den Graphen von

[ und die x-Achse auf dem Intervall [a, b] eingeschlossen wird.

b
Ein wichtiges Hilfsmittel zu Berechnung von [ f(z)dz sind sogenante Stammfunktionen.

Definition 2.53. Sei f : I — R eine Funktion. Eine differenzierbare Funktion F' : I — R heifst
Stammfunktion von f, falls F' = f gilt.

Satz 2.54 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei I ein Intervall und f: I —
R eine stetige Funktion.

(1) Die Funktion f besitzt eine Stammfunktion®.

(2) Ist F eine Stammfunktion von f und ¢ € R, so ist auch F + c¢: I — R;z — F(z) + c eine
Stammfunktion und alle Stammfunktionen sind von dieser Gestalt.

(3) Ist F' : I — R eine Stammfunktion und a < b € I, so gilt

b
/f(x)dx = F(b) — F(a) =: F(x)

a

"Die Funktion f(z) = e~ st stetig und besitzt damit eine Stammfunktion. Die Stammfunktion ist aber nicht
geschlossen darstellbar.

Beweis. Wir beweisen (2) und gegeben eine Beweisskizze fiir (3). Ein vollstandiger Beweis bendttigt
den sogenannten Mittelwertsatz.
(2) Es gilt F' = f.Seic € R. Dann gilt (F +¢)) = F' 4+ ¢ = F' = f. Damit ist auch F + c eine
Stammfunktion. Sei G eine weitere Stammfunktion. Dann gilt (G — F) = G’ — F’ = 0. Damit
ist G — F konstant nach Satz 2.36(4) und wir finden ein c € Rmit G = F' + c.

b
(3) Wir wollen das Integral [ f(z)dx berechnen und betrachten die Riemann-Summe

n—1

S(fin) = f@i) (i1 — @2).

=0
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Da f die Ableitung von F ist, gilt fiiri € {0,...,n — 1}

F(xiy1) — F(;)

Li41 — X4

f(xi) ~

(vgl. Abschnitt 2.4).

Dies liefert f(x;)(zit1 — x;) = F(x;41) — F(x;) und wir erhalten

n—1 n—1 n—1
S(fin) =Y fle) (@i — ) & Y (F(winn) — F(a:)) = =Y (F(;) = F(i11))
=0 1=0 1=0
= —(F(x0) — F(x1)+ F(z1) — F(z2) + ... + F(xp-1) — F(zy))
= —(F(z0) — F(zn)) = F(b) — F(a)

Beispiel 2.55. (1) Essei f: I — R;z +— > " a;z' eine Polynomfunktion vom Grad n € N.

Dannist F: [ — R;z — Y i 252" eine Stammfunktion von f.

@) Esgilt [ Ldo = In(a) j — In(2) — In(1) = In(2).
1

Satz 2.56. (1) Esseien f,g: [a,b] — R stetig und A € R. Dann gilt
b b b
/f(x) +A-g(z)dx = /f(a:)d:c + )\/g(a:)d:c. (Linearitit des Integrals)

(2) Es seien f,g: [a,b] — R differenzierbar, sodass f': [a,b] — Rund ¢': [a,b] — R stetig sind.

Dann gilt
b , b
/f(x)g'(a:)da::(f(x)g(x)) —/f’(:v)g(x)d:c. (Partielle Integration)

2.6.2 Integrale als Mittelwerte

Sindn € Nund yi,...,yn € R, so errechnet sich der Mittelwert geméfs

n

1
=1

Nun betrachten wir eine stetige Funktion f : [a,b] — R und wollen ein Ma8 fiir den Mittelwert der

unendlich vielen Funktionswerte von f bestimmen. Fiir n € N erinnern wir uns an die Definition

1
i=a+—-(b—
x a—i—n( a)
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furi € {0,...,n} mit

n—1

S(fin) =D fl@i)(@ivr — ).

=0
Mit 41 — 2; = 2(b—a) firi € {0,...,n — 1} folgt

n—1 n—1
MW(f,n) = MW(F(x0). ... f(aa1)) =+ 3 Fla) = 3 fla) -
=0 =0
_n_l i1 — @1 = N, N S
_i:[) f(l'z) b—a  b—a — f(%)(%ﬂ—fﬂz)—m (f,n)

Damit folgt

und wir nennen

den Mittelwert von f.

Beispiel 2.57. (1) Wir betrachten f : [a,b] — R,z — c. Hier wiirde man MW(f) = ¢
erwarten. Es gilt

2.6.3 Liange von Funktionsgraphen

Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Bekanntlich ist der Abstand der Punkte (a, f(a)) und (b, f(b))
im R? nach dem Satz von Pythagoras durch /(b — a)? + (f(b) — f(a))? gegeben. Wir wollen nun
die Lange ¢ € R des Weges berechnen der entlang G ¢ zwischen (a, f(a)) und (b, f(b)) verlauft. Wir
nehmen bei der Betrachtung an, dass f differenzierbar ist und geben im Folgenden eine Skizze fiir
den Beweis einer Berechnungsformel an. Es sei n € N. Wir wenden den Satz von Pythagoras auf
unsere Stiitzstellen an: Fur i € {0,...,n — 1} sei

di(n) = /(f(@ip1) — f(2:)? + (wip1 — )2
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Abbildung 2.8: Illustration der Streckenziige d;(n) fiir n = 5 und n = 10.

Da f differenzierbar ist, gilt (vgl. Abschnitt 2.4)

() ~ f(@iv1) — f'(évz')7

Lit+1 — X4

das heif3t f(x;41) — f(x;) = f'(x;)(wis1 — x;) und wir erhalten

di(n) =/ (f' (i) (@iz1 — 23)2 + (Tig1 — )% = V(@) + 1/ (wip1 — 2;)?
=V (@)2+ 1+ |1 — il = VF(@)2 + 1+ (21 — 25).

Die Lange des Weges wird also durch

n—1 n—1
> di(n) 2 Y V@) + 1 (@ip1 — 2i) = SG/(F) +1,n).
=0 =0

angenihert. Auf der rechten Seite steht eine Riemann-Summe. Der Ubergang zum Grenzwert lie-
fert den folgenden Satz.

Satz 2.58. Essei f: [a,b] — R differenzierbar. Damit ist die Linge ¢ des Weges von a nach b entlang
Gy durch

b
Ez/«/f’(w)z—i—ldx

gegeben.
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2.6.4 Volumina

Mithilfe von Integralen lédsst sich auch das Volumen geeigneter Objekte berechnen. Wir betrachten
erneut eine stetige Funktion f: [a,b] — R und nehmen der Einfachheit halber an, dass 0 < a < b
und f(x) > 0 fir alle = € [a, b] gilt. Wir wollen untersuchen welches Volumen das Objekt besitzt,
das wir erhalten, wenn wir den Graphen Gy um die z-Achse rotieren lassen.

A

Abbildung 2.9: Illustration von Gy und des zugehorigen Rotationskorpers.
Der enstandene Rotationskorper wird durch die Menge
{(2,y,2) € la,0] x R? | 2? + ¢ < f(2)*}

beschrieben. Es sei n € N. Weiter sei wie vorher z; = a + £ - (b — a) fiiralle i € {0,...,n}. Wir
approximieren das Objekt durch eine Vereinigung von Zylindern Zy, ..., Z,—; der Hohe 1 und
von Radius f(z;) fiiri € {0,...,n—1}. Der Zylinder Z; hat damit das Volumen - (x;_1 — ;) - f (x;)?
und wir definieren

n—1
V(fin):=> - (wip1 —x) - f(2:)? = S(m- f2,n).
i=0

Dies ist eine Riemann-Summe. Damit gilt fiir das Volumen

b

b
V(f) = lim V(f.n) = / T f()de =7 / ).

n—o0
a

Abbildung 2.10: Illustration der Zylinder fiir n = 3.




Kapitel 3

Grundbegriffe der Linearen Algebra

In der linearen Algebra entwickelt man Verfahren, mit deren Hilfe systematisch lineare Glei-
chungssysteme gelost werden konnen.

Definition 3.1 (Lineares Gleichungsystem). Es seien m,n € N. Ein lineares Gleichungssystem
(kurz LGS) ist ein System

anxry + aiera + - 4+ apr, = b
anry + agrs + - 4+ agpm, = by
Am1T1 + am2z2 + -+ amnTn = by
von m Gleichungen in den n unbekannten Elementen z1, ..., z, € R. Die Zahlen a;;,b; € R gelten

als bekannt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass lineare Gleichungssysteme auch im Alltag auftauchen:

Beispiel 3.2. Drei Studierende A, B, C' der Geowissenschaften sind gerade nach Kiel gezo-
gen. Alle drei Wohnungen befinden sich im Nord-Ost Quadranten der Kieler Stadtkarte aus-
gehend vom Steinitz-Horsaal. Die Entfernung geben wir in Koordinaten (in 100 Meter) an:

e A=(10,9)
s B=(10,3)
e B=(9,2).

Zum Beispiel liegt die Wohnung von Studentin A 1000 Meter 6stlich und 900 Meter nordlich
vom Steinitz-HOrsaal.
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Nachdem Person 4, B und C zuhause ihre Ubungszettel erfolgreich bearbeitet haben,
wollen sie sich abends auf ein gemeinsames Getrank treffen. Was sie trinken wollen ist noch
nicht klar, aber bei einer Sache sind sich alle einig: Niemand mdchte einen Schritt mehr als die
beiden anderen machen. Wir suchen also einen Punkt von dem A, B, C' gleichweit entfernt
sind. Mathematisch: Ein Kreis auf dem A,B und C liegen. Die (allgemeine) Kreisgleichung
lasst sich fiir jeden beliebigen Kreis mit Mittelpunkt M = (z, yar) und Radius r aufstellen.
Die Menge wird beschrieben durch

{(z,y) eR* | (z —zm)* + (y —ym)* =17}
={(z,y) €R?| 2® + y> + az + by + c = 0}
={(z,y) ER? | za+yb+c=—a® -y},

wobei a = —2x, b = —2yp und ¢ = 23, + y2, — r?. Da die Punkte A, B, C auf dem Kreis
liegen sollen, ergibt sich:

10a + 96 + ¢ = —181
10a + 3b 4+ ¢ = —109
9a + 2b+ ¢ = —85.

Wir erhalten ein LGS in den Unbestimmten a, b, c. Kennen wir a, b und ¢, so konnen wir den
Treffpunkt (xar, ynr) = (55, _12) und die Entfernung r = \/c — 23, — y3, berechnen.

Fragen:

(1) Gibtes a,b,c € R die das obige Gleichungssystem l6sen? Anders ausgedriickt: Gibt es
tiberhaupt einen Kreis auf dem A, B und C liegen?

(2) Wenn eine Losung existiert, ist diese eindeutig bestimmt? Anders ausgedriickt: Ist der
Kreis auf dem A, B und C liegen eindeutig bestimmt?

Im einfachsten Fall (m = 1 = n) handelt es sich bei einem LGS um

ar =b
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mit a,b € R fest. Wir wollen uns zunédchst in diesem Fall klar machen, welche Losungsmengen
auftreten konnen und unterscheiden drei Fille.

(1) b # 0und a = 0, dann existiert kein z € R mit az = b.
(2) Gilta # 0, soist 2 die einzige Lésung der Gleichung.
(3) Gilta = b = 0, so gibt es unendlich viele Losungen: Jedes z € R 16st die Gleichung.

Wir werden uns in diesem Kapitel davon iiberzeugen, dass die Losungsmenge eines allgemei-
nen LGS von dhnlicher Gestalt sind.

3.1 Vektoren

Es sei n € N. Wir erinnern uns an die Definition

R":=RxRx---xR={(x1,22,...,2p) | z1,...,2n € R}.

n—mal

Wir haben bislang in den Féllen n = 2 und n = 3 die Elemente von R" als Punkte in der Ebene bzw.
im Raum interpretiert. In der Physik ist die Interpretation als Vektor (gerichteter Pfeil) wichtig.!
Wir fassen dabei z = (1, ..., z,) als den Pfeil von (0, ...,0) nach (z1,...,z,) auf.

Konvention: Wir schreiben Vektoren z € R" stets als Spaltenvektorenz, das heifst

x1
X2
€r =
Tn
Weiter bezeichnet 21 = (x1,...,x,) den zugehorigen Zeilenvektor und
X1
T2
T ._ _
(1,...,zp)" = . | ==

Tn

Wir kénnen Vektoren addieren und auch mit Skalaren (reellen Zahlen) multiplizieren:

a by
as bz
Definition 3.3. Esseiena=| . |[,b=] . | € R"und A € R. Dann heifst

an by,
ar + by
ag + by

a+b:= .

an + by,

IKrifte sind gerichtete physikalische GrofSen, die durch Vektoren dargestellt werden konnen.
*Dies wird sich im spéteren Verlauf bei der Matrizenmultiplikation als praktisch erweisen.
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die Summe der Vektoren a, b und
Aaq
)\a2

Aay,

das A-Vielfache von a. Weiter schreiben wir —a := (—1) - a und mit Og» sei der Nullvektor in R"
bezeichnet.

Bemerkung 3.4. (1) Esseien z,y,z € R" und A, 1 € R. Dann gelten

(x+y)+z=x+ (y+2) A(x+y)=A-z+Ay
Ap)-z=X-(p-x) A+p)-z=Xz+p- .
ay b1
a9 b2
Definition 3.5. Esseiena=| . |,b= ] . | € R™ Es heifst
(279} by,

> = zn:aibi eR
=1

das Skalarprodukt von a und b. Weiter heif3t |a| := /(a, a) die Linge von a.
Bemerkung 3.6. (1) Esgilt (a,b) € R.

(2) Da (a,a) = Y. | a? > 0 gilt, diirfen wir die Wurzel ziehen. Weiter ist fiir n € {2,3} nach

i=1%
dem Satz von Pythagoras |a| genau die Lange des Streckenzugs zwischen Or» und a.

(3) Esseiena,b,b,by € R" und X € R. Es gelten die folgenden Rechenregeln.

(i) (a,b) = (b, a).

i) (a, Ab) = Aa,b) = (Aa,b).
1) (a b1 +b2> <CL b1> <a,b2>.
V) <b1—|—bg, > <b1, > <b2,a>.3

Satz 3.7. Seien a,b € R™ \ {0} zwei von Null verschiedene Vektoren. Dann gilt |<aa|jfg| € [-1,1].
Damit gib es genau ein o € [0, 7] mit

(a,b) = la| - |b| - cos a.

Das eindeutig bestimmte o € [0, 7| heifst der Winkel zwischen den Vektoren a und b.

*Diese Gleichung folgt schon aus (i) und (ii).
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Definition 3.8. Es a,b € R" Vektoren. Dann heifSen ¢ und b orthogonal, wenn
{(a,b) =0

gilt.

Beispiel 3.9. Es seien a, b € R". Wir definieren ¢ := b — a. Dann gilt
o = (b—a,b—a) = [af> + bI2 — 2(a, b) = |af* + b2 = 2 |a - 3| - cos a.

Wir betrachten n = 2 und das Dreieck mit Eckpunkten Ogz, a, b (hier fassen wir a, b als Punkte
auf). Die Lange der Seite Oz, a ist |a|, die Lange der Seite Og2, b ist |b| und die Lange der Seite
a, b ist |c| (Parallelverschiebung von c entlang a). Wir erhalten also den Cosinussatz.

3.2 Matrizen

Ein fundamentales Hilfsmittel fiir das Studium linearer Gleichungssysteme sind Matrizen.

Definition 3.10. Es seien m,n € N natiirliche Zahlen. Eine (m x n)-Matrix A = (a;;) ist ein Zah-
lenschema

ail a1 e A1n

asy aoo e Qa2n,
A=

Aml Am2 ... Amn

mit Koeffizienten a;; € R. Die Menge aller (m x n)-Matrizen bezeichnen wir mit Mat,,,x» (R). Wei-
ter definieren wir Mat,(R) := Mat,x»(R). Definitionsgemaf sind zwei Matrizen A = (a;;), B =
(bij) € Mat,,xn(R) genau dann gleich, wenn a;; = b;; fiirallei € {1,...,m}undallej € {1,...,n}
gilt.

Bemerkung 3.11. Eine Matrix (m x n)-Matrix A hat also m Zeilen und n Spalten. Es seien i €
{1,...,m}und j € {1,...,n}. Wir bezeichnen mit A; = (a;1,...,a;,) die i-te Zeile und mit ;A =
(ajy ... am;)T die j-te Spalte.
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Definition 3.12. (1) Es seien A = (a;;), B = (bij) € Maty,x,(R). Wir definieren die Summe
A+ B:= (aij + bw’) € Mathn(R).

Fir A € R setzen wir
A= ()\(IU)
(2) Esseien A = (a;j) € Maty,xn(R), B = (b;;) € Mat,,«p(R). Wir definieren das Produkt A- B :=
(cij) € Maty,xp(R) durch
Cij ==Y aib;
k=1

furallei € {1,...,m}und j € {1,...,p}.

1 2 3 10 11
Beispiel 3.13. Essei A := (4 5 6] € Matsx3(R) = Matz(R) und B := [ 12 13| €
7 8 9 14 15

Mat3><2(R).ES gllt
1 2 3 10 11 1-10+2-1243-14 1-114+2-13+3-15 76 82
AB=[4 5 6]-{12 13] =14-10+5-12+6-14 4-114+5-134+6-15| =184 199|.
7 8 9 14 15 7-104+8-12+9-14 7-11+8-134+9-15 292 316

Hingegen ist B - A nicht definiert, da die Anzahl der Spalten von B nicht mit der Anzahl der
Zeilen von 3 iiberein stimmt.

Bemerkung 3.14. (1) Die Matrizen-Multiplikation ist eine weitreichende Verallgemeinerung des
Skalarprodukts. Die kompliziert aussehende Formel besagt, dass sich der Eintrag c;; als Ska-
larprodukt der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B ergibt (aufgefasst als Vektoren),

genauer c;; = ((4;)1,; B).
(2) Es gelten die folgenden Rechenregeln.

(i) A+ (B+C)=(A+ B)+ Cturalle A, B,C € Mat,xn(R).

(i) A+ B =B+ Aftralle A, B € Mat,«xn(R).
(i) A- (B+C)=A-B+ A-Cfuralle A € Mat,,,xn(R), B,C € Matyx,(R).
(iv) (A+B)-C=A-C+ B-C(Cfuralle A, B € Mat,,«xn(R), C € Mat,»,(R).

(v) \-(AB)=(A-A)-B=A-(\-B)furalle A, B € Mat,,x,(R) und A € R.
(vi) (A-B)-C=A-(B-C)firalle A € Mat;,xn(R), B € Mat,x,(R),C € Mat,y(R).

(3) Da wir Vektoren z € R™ als Spalten notieren, konnen wir diese als Elemente von Mat,, «1(R)
auffassen und insbesondere mit einer Matrix A = (a;j) € Mat,x,(R) multiplizieren:

n
z1 Zizl a1

n
1) ZZ‘:1 a2;T;
A-x=A-| . | = .

n
xz Zizl Am; Ty

3
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Es sei ein LGS
anry + apr: + - 4+ apr, = b
a1 + axrs + -+ + aspr, = by
amiT1 + amar2 + -+ QmaTn = bm

gegeben. Wir interpretieren dies als Matrixgleichung
A-z=b

mit A = (a;j) € Matyxn(R), 2 = (21, .. )T € R*und b = (by,...,bn)" € R™ und definieren
die erweiterte Koeffizientenmatrix

a1 a2 -+ Qip | b1
a1 a2 -+ G2y | by

(A|b) = . . . . . € Matmx(n—l—l)(R)v
Aml Am2 " Qmn bn

und die Losungsmenge von (A|b)
L(A,b) :={z € R" | A -z = b}.

Wir bemerken, dass L(A,b) aus genau den Losungen des zugehorigen LGS besteht, wenn wir
Losungen des LGS als Spaltenvektoren notieren.

3.3 Die Zeilenstufenform

Definition 3.15. Essei 0 # A = (ai;) € Mat,,x»(R) eine Matrix. Wir sagen A ist in Zeilenstufenform,
talls folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Es existiert 1 < ry < m, sodass Ay,...,A,, von null verschiedene Zeilen sind und alle
anderen Zeilen der Matrix null sind.

(2) Esgilt1 < s(1) < s(2) < ... < s(ra) < n,wobei s(i) := min{j € {1,...,n} | a;; # 0} und
ais;) = 1 fiiralled € {1,...,74}. Wir nennen die Spalten 1)A4, ..., 4 ,)A Pivotspalten.
Die Zahl r 4 heifst der Rang von A.

Bemerkung 3.16. (1) Dal < s(1) < s(2) < ... < s(ra) < n paarweise verschiedene nattirliche
Zahlen sind, gilt auch r4 < n, also r < min{m,n}.

(2) Die Definition besagt: Eine Matrix hat Zeilenstufenform, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:
¢ Ist eine Zeile eine Nullzeile, so auch alle darauffolgenden Zeilen.
¢ Ist eine Zeile keine Nullzeile, so ist der erste von null verschieden Eintrag eine 1.

® In jeder nicht Nullzeile steht der erste Eintrag # 0 weiter rechts als in der Vorgéanger-
Zeile.



0 0| 7 1
Beispiel 3.17. (1) [ 0 0 0 0|®] € Matsxs(R) ist in Zeilenstufenform mit r4 = 2,
00 0 0

1 0 2 0 -1
. . 00 00 O .
(3) Die Matrizen 0001 2|E€ Matsx5(R) sind
0 00 0

nicht in Zeilenstufenform.

Satz 3.18. Essei 0 # A € Mat;,«,(R) eine Matrix in Zeilenstufenform von Rang r = ry und
b € R™, dann tritt genau einer der folgenden Fiille auf:

(1) Es gilt b; # 0 fiir mindestens ein r < i < m. Dann gilt L(A,b) = @.
(2) Esgilt byy1 =byyo = ... =by, = 0. Dann ist L(A,b) # @, genauer:

(1) Gilt n = r, so ist existiert genaue eine Losung.

(2) Gilt r # n, so existieren unendlich viele Losungen in n — r Freiheitsgraden. Die Freiheits-
grade sind durch die Spalten gegegeben, die keine Pivotspalten sind.

Beispiel 3.19. Die Bestimmung der Losungsmenge machen wir uns anhand von Beispielen
klar.

(1) Essei A= <(1) 8) und b = (0,1)7. Es gilt r4 = 1. Damit L(A, b) = .
1 -2 1 0 2

(2) EsseiA=(0 1 -1 1 4|undb=(3 4 5)T. Wir erhalten die erweitere Koef-
0O 0 0 1 3

fizientenmatrix
-2 1

1 0 2
Ap)=10 1 -1 1 4
00 0 1 3

Ot =~ W

Es gilt 4 = 3 und die Menge der nicht-Pivotspalten von A ist {42, A5}. Damit haben
wir zwei Freiheitsgrade gegeben durch A3 und As. Nun errechnen wir aus der letzten
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Zeile
1-24+3-X5=5

und erhalten Ay = 5 — 3 - As. Einsetzen in die zweite Zeile ergibt
A —A3+M+4-A5=4

und wir erhalten A\g = A3 —A\y —4- s +4 = )\3—(5—3~/\5)—4'/\5+4 =—14A3— 5.
Einsetzen in die erste Zeile ergibt

)\1:3+2)\2—)\3—2>\5+3:3+2(—1+)\3—)\5)—)\3—2)\5

=1+ A3 —4\s.
Ingesamt erhalten wir
1 A3 — 4Xs
-1 A3 — As
Lad) ={| o [+ x  |1xAer
5 —3);5
0 As.
1 0 2 3
. 01 45 T . .
(3) Essei A = 00 16 und b = (4,3,2,7)" . Es giltr4 = 4und m = n = ry. Wir
0 0 01
erhalten die erweitere Koeffizientenmatrix
1 0 2 3|4
01 4 53
) = 0 01 62
0 00 1|7

Die Losung ist eindeutig bestimmt. Sei diese mit (z1, 2, =3, r4)T bezeichnet. Dann folgt
1-x24 = 7,also z4 = 7. Einsetzen in die dritte Zeile liefert: x3 + 6x4 = 2, das heifst
x3 = 2 — 42 = —40. Einsetzen in die zweite Zeile ergibt zo = 3 + 160 — 35 = 128 und
r1 =4+ 80 — 21 = 63. Das heifit (A, b) = {(63,128, —40,7)T}.

Wir definieren Rechenoperationen auf der Menge der Matrizen:

Definition 3.20 (Elementare Zeilenumformungen). Folgende Matrixoperationen nennen wir ele-
mentare Zeilenumformungen/operationen:

(i) Vertauschen zweier Zeilen.
(ii) Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl A ungleich 0.

(iii) Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeilen zu einer anderen Zeile.
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Satz 3.21. Jede Matrix lisst sich durch eine endliche Anzahl von elementaren Zeilenumformungen in
Zeilenstufenform bringen.

Der Beweis des obigen Satzes ist konstruktiv, das heifst er liefert uns ein Verfahren/ Algorithmus
den wir anwenden konnen um eine beliebige Matrix in Zeilenstufenform zu tiberfithren. Das Ver-
fahren ist unter dem Namen Gauf-Algorithmus bekannt.

Es sei A = (a;;) € Maty,x,(R) eine Matrix ungleich null. Wir beschreiben den Algorithmus
Konvention: Der Algorithmus verdndert die Eintrdge der Matrix. Der Einfachheit halber bleiben
wir beim Namen A.

(1) Wir suchen die erste Spalte (von links) ungleich 0. Sei diese im Folgenden mit j € {1,...,n}
bezeichnet. Nach Vertauschung von Zeilen konnen wir erreichen, dass in der j-ten Spalte
der oberste Eintrag ay; # 0 erfiillt.

(2) Nun multiplizieren wir die erste Zeile mit i In der neuen Matrix gilt also a;; = 1.

(3) Fur i € {2,...,m} subtrahieren wir von der i-ten Zeile das a;j-fache der ersten Zeile. Wir
haben erreicht, dass in der j-ten Spalte a;; = 1 giltund a;; = 0 furi € {2,...,m}.

(4) Nun betrachten wir den Teil der Matrix, der sich unter der obersten Zeile und rechts von
der betrachteten Spalte befindet: Wenn es keine solchen Zeilen oder Spalten gibt, ist das
Verfahren beendet, andernfalls fithren Sie dasselbe Verfahren fiir die neue Matrix durch.

Bemerkung 3.22. Der Gaufs-Algorithmus liefert eine Zeilenstufenform, es gibt aber stets viele Wege
wie man auf eine Zeilenstufenform gelangen kann und diese ist nicht eindeutig bestimmt (siehe
folgende Beispiele).

Beispiel 3.23. (1) Die Zeilenstufenform ist selbst bei kleinen Matrizen nicht eindeutig: Die

1 1
Matrix < 0 1) ist in Zeilenstufenform. Wenn wir von der ersten Zeile die zweite Zeile

subtrahieren, bekommen wir mit <(1) (1)) eine Matrix, die ebenfalls in Zeilenstufenform

ist.
)
-6 12 -6 0\ z1-2 1 -2 1 0 1 -2 1 0
2 1 -3 5 ~ 12 1 -3 5 |z-2z7~10 5 -5 5
4 -7 1 -1 4 -7 1 =1/ z3-42z o 1 -3 -1

Jetzt fahren wir mit Schritt (4) fort und fiihren das Verfahren fiir die Teilmatrix durch.

1 -2 1 0 1 -2 1 0 1 -2 1 0
0 5 -5 5 |Zit~|0 1 -1 1 ~ {0 1 -1 1
0 1 -3 -1 0 1 -3 -1/ zz3-12, 0 0 -2 -2
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Wir fahren mit Schritt (4) fort und erhalten eine Zeilenstufenform:
1 -2 1 0 1 -2 1 0
0 1 -1 1 ~ (0 1 —=1 1].
0 0 —2 —2)/z+1 \o 0 1 1

Satz 3.24. Essei A, A’ € Maty;, <, (R) und b,b’ € R". Entsteht die Matrix (A'[b) € Mat,,» (n41)(R)
aus (A[b) € Mat,, y (n41)(R) durch elementare Zeilenumformungen, so gilt IL(A, b) = IL(A", V).

Jetzt haben wir ein systematisches Verfahren um ein LGS zu 16sen: Ist uns ein LGS mit m Glei-
chungen in n Unbestimmten gegeben, so stellen wir die zugehorige Koeffizientenmatrix (A|b) €
Mat,,, » (n+1)(R) auf. Anschliefend tiberfithren wir (A|b) durch elementare Zeilenumformungen in
Zeilenstufenform. Das erhaltene System sei mit (A’|b’) bezeichnet. Dann gilt nach Satz 3.24

L(A,b) = L(A, V).

Wir bemerken, dass mit (A’|b/) auch A’ € Mat,;,«,(R) in Zeilenstufenform ist. Nun wenden wir
Satz 3.18 an um L(A’, b’) zu berechnen. Zur Veranschaulichung kehren wir zu Beispiel 3.2 zurtick:

Beispiel 3.25. Wir waren bei dem LGS

10a 4+ 9b 4+ ¢ = —181
10a 4 3b 4+ ¢ = —109
9a 4 2b + ¢ = —85.

10 9 1| —-181
stehen geblieben. Wir betrachten die erweitere Koeffizientenmatrix (A|b) := (10 3 1|— 109) .

9 2 1| -85
Wir tiberfiihren die Matrix durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform und

erhalten o
1 2 L|-181
A'pYy:=10 1 0] —12
0 0 1 47

Das heif$t (4, b) = L(A",¥) = {(—12,—12,47)T}. Damit ergibt sich z); = 6 = y; und r = 5.
Das heifit, die Studierenden miissen sich am Punkt (6, 6) treffen und alle miissen genau 500
Meter gehen.

Bemerkung 3.26. Es hédngt stark an den Koordinaten der Wohnungen A, B und C, welche Treff-
punkte sich ergeben:
¢ Gilt A = B = C so gibt es unendlich viele Kreise auf denen A, B und C liegen.

e Giltz.B. A=(0,0),B = (1,1),C = (2,2), so existiert kein Kreis auf dem A, B und C liegen.
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3.4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Nach Satz 3.18 und Satz 3.24 kann fiir ein LGS mit m Zeilen und n Unbekannten nur dann eine ein-
deutige Losung existieren, wenn m = n gilt. Im Folgenden untersuchen wir wie man entscheiden
kann, ob eine Losung eindeutig bestimmt ist.

Bisher wiirden wir wie folgt verfahren: Wir stellen die zugehorige Koeffizientenmatrix (A|b) €
Mat,, y (n+1(R) auf und iiberfithren diese durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufen-
form. Sei diese mit (A'[b") € Mat,,  (,,41)(R) bezeichnet. Dann gilt nach Satz 3.24

L(A,b) = L(A, V).

Nach Satz 3.18 existiert genau dann eine eindeutige Losung fir L(A’,b"), A’ € Mat, (R) wenn,
rar = n gilt, das heif3t jeder Diagonaleintrag von A’ ist 1 € R. In diesem Abschnitt werden wir
eine weniger aufwandiges Verfahren kennen lernen.

Definition 3.27. Eine Matrix A € Mat,,(R) = Mat,,»,(R) heif3t invertierbar, falls eine Matrix A~1 €
Mat,(R) mit A=t - A = I,, = A- A~! existiert, wobei

100 -0
010 -0

I,:=[0 0 1 - 0l e Mat,(R).
000 -~ 1

In diesem Fall ist A~! eindeutig bestimmt, da B - I,, = B = I,, - B fiir alle B € Mat,,(R) gilt.

Beispiel 3.28. (1) Eine (1 x 1)-Matrix A = (a) ist genau dann invertierbar, wenn a # 0 gilt.
In dem Fallist A~! = (2).

(2) Die (2 x 2)-Matrix A = <1 0) ist nicht invertierbar: Es sei B = (Z Z

0 0 ) & Matg(]R).

Danngilt A- B = (O O) % Is.

Satz 3.29. Essei A € Mat,(R) und b € R™. Die Losungmenge IL(A, b) ist genau dann einelementig,
wenn A invertierbar ist. In diesem Fall gilt L(A,b) = {A~1 - b}.

Ein wichtiges Hilfmittel, um eine quadratische Matrix auf Invertierbarkeit zu priifen, ist die
sogenannte Determinate.

Definition 3.30. Es sei n € N. Fiir A € Mat,(R) ist det(A) eine reelle Zahl, die wir rekursiv
definieren:

n = 1: Essei A = (a) € Mat;(R). Wir definieren det(A) := a.
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n > 1: Essei A = (ai;) € Mat,(R). Furi,j € {1,...,n} sei A;; € Mat,,_1(R) die Matrix, die aus A
durch das Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Wir definieren

det(A) ==Y (=1)"ay; det(Ayy).
Jj=1

Wir nennen det(A) Determinate von A.

Beispiel 3.31. (1) Essei A = <a11 a12> . Dann gilt

a21 a2
det(A) = (—1)1+1a11 det(All) =+ (—1)1+2CL12 det(A12) = Q11022 — a12a921.

ail a2 a3
(2) Essei A= | a21 az a3 |.Dann gilt
asz1 asz2 ass

ailp aiz2 a3

Qa Qa a a
det | a21 a2 as3 :(—1)2a11det 2 23 +(—1)3a12det 2 2
a3z2 ass az1 ass

a3y az2 ass

a31  as32

e (—1)46113 det <a21 a22)

=a11022033 + @12023031 + A13G21032

— (as1a22a13 + az2az3a11 + a3zaz1a12).

Beide Formeln lassen sich gut veranschaulichen:

= - I
a11 @12 a13 a1l a12
+ D N S
ail a2 a21 a22 a23 a21 a22
> 0 X0 X0 N
asy a2 a31 as2 ass a31 as2.

Satz 3.32 (Laplascher Entwicklungssatz). Essei n € N und A € Mat,,(R) eine Matrix. Fiir jedes
ie{l,...,n}gilt

(—D)**a;; det(Aij) = det(A) = Y (—1)7*a;; det(Ajs).
j=1

n

7j=1

Bemerkung 3.33. Der Laplasche Entwicklungssatz ist insbesondere dann hilfreich, wenn eine Zei-
le/Spalte vielen Nulleintrdage enthdlt. Die linke Formel wird auch Entwicklung nach der i-ten Zeile
genannt und die rechte Formel Entwicklung nach der i-ten Spalte.
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Beispiel 3.34. Es sei A = . Wir entwickeln nach der 3-ten Spalte und erhalten

— = =
NN W N
o N O O

A~ A oo

(—1)j+3aj3 det(Ajg)

|
NG

det(A)
1

—1)4 - a3 det(Alg) + (—1)5a23 det(Agg) =F (—1)6a33 det(A33) =F (—1)7(143 det(A43)

—~ .

120
= (—1)66133 det(A33) = Qdet(A;gg) = 2det (1 3 0) .
1 2 4

Wir entwickeln diese (3 x 3)-Matrix nach der dritten Spalte und erhalten

1 2

det(A) =2-(—1)5- 4det (1 :

>:2-4-(3—2):8.

Satz 3.35. Es sein € N und A € Mat,,(R). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Aist invertierbar.
(2) det(A) # 0.
(3) Fiirein b € R™ ist L(A,b) einelementig.
(4) Fiir jedes b € R™ ist IL(A, b) einelementig.

Beispiel 3.36. Wir betrachten erneut Beispiel 3.2. Es gilt

10
det | 10
9

Also existiert eine eindeutige Losung des LGS.

N W ©

1
1) = 30 + 81 420 — (27 4+ 20 + 90) = —6 # 0.
1

Definition 3.37. Es seien n, m € N. Eine Abbildung f: R™ — R™ heif$t linear falls
(1) flz+y) = f(z)+ f(y) fur alle z,y € R, und
(2) f(A-z)=X- f(z) fur alle x € R" und X € R gilt.
Bemerkung 3.38. Es sei f linear, k € N, z1,...,2; € R" und Ay, ..., \; € R. Dann gilt
k

k
FO Xiw) = Aif (@)
=1

i=1
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Beispiel 3.39. (1) Die Abbildung f: R? — R3; (z1,22)T +— (321 — o2, 520, Tx1)7 ist linear:
Fiir z,y € R und A € R gilt

fl@+y) =Bz +y1) — (x1+y1),5(22 +32), T(@1 + 1)) "
= (3z1 — 22,522, 721)" + (3y1 — 2,52, Ty1)” = f(z) + f(v)

und
fOv-2) = (3(Ax1) — A - 22, 5(Ax2), T(A21))T = A(B21 — 29, 529, T21)T = X - f().
(2) Die Abbildung f: R — R%; z — (z,5) ist nicht linear, da
FA+1) = f(2) = (2,5) #(2,10) = (1,5) + (1,5) = f(1) + f(1).

(3) Essei f: R™ — R™ linear. Dann gilt f(Ogn) = f(Ogn + Ogn) = f(Orn) + f(Orn), also
f(ORn) = ORm.

Esseij € {1,...,n}. Wir bezeichnen mit e; € R™ definiert durch

j-te Stelle
1
ej:=(0,0,...,1,0...007 1<j<n
den j-ten Standardbasisvektor. Es seia = (aq, ..., a,)”, dann lasst sich a in eindeutiger Weise durch
die Basisvektoren ey, . . ., e, schreiben. Es gilt ndimlich

n
a = E a;€;.
=1

Satz 3.40. (1) Es sei A eine (m x n)-Matrix. Dann ist La: R™ — R™;x — A - x eine lineare
Abbildung.

(2) Ist e; € R™ der i-te Einheitsvektor und A = (a;j) € Maty,xn(R), soist La(e;)) = A-x = ;A
die i-te Spalte von A.

(3) Zu jeder linearen Abbildung f: R™ — R™ existiert genau eine (m x n)-Matrix Amit f = L 4.

Beweis.
(1) Esseien z,y € R™ und A € R. Es gilt aufgrund von Bemerkung 3.14
La(@+y)=A-(z+y)=A-x+A-y=La(z)+ Laly)

und
LaA-z)=A-(A-x)=X-(A-2) = ALa(z).
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(2) Folgt durch direktes Nachrechnen.

(3) Wir betrachten die Einheitsvektoren ey, ... e, € R". Fir j € {1,...,n} ist f(e;) € R™ ein
Vektor mit m Eintrdgen. Wir definieren eine Matrix A € Mat,,,«,(R) deren i-te Spalte durch
f(ei) gegeben ist. Es sei nun a € R" beliebig. Wir schreiben

n
x = (ay,... ,an)T = Zaiei.
=1

Aufgrund der Linearitét erhalten wir
La(z) =) aiLale) =Y aif(e)) = O aies) = f(=).
i=1 i=1 i=1

Ist B eine weitere Matrix mit L4 = f = Lp, so erhalten wir insbesondere ;A = L4(e;) =
Lp(e;) = ;B furallei € {1,...,n}. Das heifit alle Spalten von A und B stimmen tiberein und
es folgt A = B.

O
Bemerkung 3.41. (1) Der Satz besagt, dass die Abbildung

Mat,,xn(R) = {g: R" — R™ | g lineare Abbildung}; A +— Ly
eine Bijektion ist.

(2) Es sei f eine lineare Abbildung. Nach Satz 3.40 existiert genau eine Matrix A mit L4 = f.
Damit legen schon die endlich vielen Eintrdge von A die lineare Abbildung f mit unendlich
vielen Funktionswerten (fiir f # 0) eindeutig fest.

Beispiel 3.42. Die lineare Abbildung f: R? — R?; (21, 29)T — (321 — 22,529, 721)T wir durch

3 —1
die Matrix A= [0 5 | € Matsx2(R) beschrieben, das heifst f = L 4.
7 0
Definition 3.43. Es seien m € Nund z1,...,x,, € R".

(1) Die Vektoren z1, ..., z,, heilen linear unabhingig, falls fiir alle Aq, ..., A\, € R mit

m
Z /\i Ly = ORn
=1

schon \; = Ay =--- =\, = O gilt.

(2) Die Menge {z1, ...,z } heiflt Basis, falls sich jedes Element 2 € R" in eindeutiger Weise als
Linearkombination in x1, . . ., z,, schreiben l4sst. Das heifit es existieren eindeutig bestimmte
Aoy Am eRmitZ;il)\i~xi =zt

*Insbesondere sind 1, . . ., Z., linear unabhéngig, da Og» = >, Or - x; eine Darstellung von Ogn ist.



Satz 3.44. Esseien m € Nund x1, ...,z € R™ Vektoren. Es gelten die folgenden Aussagen

(1) Sind x1,...,xy, linear unabhingig, so gilt m < n.
(2) Ist{z1,...,xm} eine Basis, so gilt m = n.
(3) Sind x4, ...,z linear unabhingig und m = n, so ist {x1, ..., x,,} eine Basis.

Satz 3.45. Es sein € Nund A € Mat,,(R). Folgende Aussagen sind dquivalent.
(1) Aist invertierbar.
(2) det(A) # 0.
(3) Fiireinb € R™ ist L(A, b) einelementig.
(4) Fiir jedes b € R™ ist IL(A, b) einelementig.
(5) Die Abbildung L : R™ — R"; z — Ax ist injektiv.
(6) Die Abbildung L s: R™ — R"™; x — Ax ist surjektiv.

(7) Die Zeilen (bzw. Spalten) von A sind eine Basis von R".
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