Mathematik fiir die Geowissenschaften 1 Klausur vom 08.04.2024

Hinweise

e Diese Klausur besteht aus 7 Aufgaben in denen jeweils 10 Punkte erreicht wer-
den konnen. Die mogliche Gesamtpunktzahl betrdgt also 70 Punkte.

e Bearbeiten Sie die Aufgaben bitte direkt unter der Aufgabenstellung. Sollte der
Platz nicht ausreichen, fahren Sie auf der entsprechenden Riickseite fort und
kennzeichnen Sie dies entsprechend auf der Vorderseite.

e Begriinden Sie Ihre Aussagen und vereinfachen Sie Ergebnisse stets so weit wie
moglich.

e Die Bearbeitungszeit betrdagt 120 Minuten.
e Neben Schreibzeug, Ausweis/Studierendenausweis und Verpflegung diirfen kei-
ne weiteren Gegenstiande mit an den zugewiesenen Arbeitsplatz genommen wer-

den.

e Sie diirfen innerhalb einer Aufgabe einen vorangegangenen Aufgabenteil auch
dann verwenden, wenn Sie diesen Teil nicht bearbeitet haben.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. (10 Punkte) Diese Aufgabe besteht aus 10 Aussagen. Entscheiden Sie je-
weils, ob die Aussage wahr oder falsch ist und setzen Sie bei jeder Aussage genau ein

Kreuz.

Richtig gesetzte Kreuze geben 1 Punkt und falsch gesetzte Kreuze geben keinen Punkt.
Wenn Sie ein gesetztes Kreuz korrigieren wollen, fiillen Sie die Box mit dem falsch ge-

setzten Kreuz aus und markieren Sie die andere Box mit einem Kreuz.

Es gilt ({1} N{2}) U {2} = {2} n ({2} U {1}).
Jede surjektive Funktion f: R — R ist injektiv.
Jede bijektive Funktion f: R — R ist injektiv.

Ist (a,)nen eine Folge und konvergiert die Reihe Y, a,,
so ist (@, )nen eine Nullfolge.

Die Betragsfunktion f: R — R;z — |z] ist stetig.
Es gilt sin(z) > sin(y) fur alle z,y € Rmitz > y.
Es gilt In(6) = In(2) + In(3).

Es gilt ((1,0,—1)7,(1,2,3)T) = 0.

. 2 2
Es gilt det (3 3) = 0.

Fiir alle Matrizen A, B € Maty(R) gilt A+ B = B + A.
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Aufgabe 2. (3+3+2+2 Punkte) Gegeben seien die Funktionen
f:R—Rog;a— >
und
g: Rog — Ry In(2?).
(1) Berechnen Sie (g o f)(3) und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.
(2) Berechnen Sie (f o ¢)(3) und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

(3) Bestimmen Sie ein a € R mit f(a) = 3.
(4) Bestimmen Sie ein = € R mit g(z) = 4.

Losung;:
(1) Es gilt
(g0 f)(3) = g(f(3)) = g(e°) = In(e” - €°) = In(e™?) = 12.
(2) Es gilt

(f09)(3) = f(9(3)) = f(In(3*)) = f(In(9)) = ™) = ) = 9% =81,
(3) Die Gleichung e** = f(a) = 3 liefert nach Anwendung von In(—) die Gleichung
In(3) = In(e**) = 2a und damit a = @
(4) Die Gleichung In(2?) = g(x) = 4 mit z > 0 liefert nach Anwendung von e die
Gleichung ¢* = ") = 22 und damit = = Ve = ¢?, da = > 0 ist.
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Aufgabe 3. (3+3+4 Punkte)
(1) Berechnen Sie den Grenzwert der konvergenten Folge (a,),cn mit

6n* + 4n® — 5n?
Qp =
2nt +1

ftr allen € N.
(2) Berechnen Sie den Grenzwert der konvergenten Folge (b,,),en mit

_— qn 7
noT A+l _ 7n2

fiir allen € N.
(3) Begriinden Sie, warum der Grenzwert »_ >, i—: existiert und berechnen Sie an-

schlieffend den genauen Wert.

Losung:
4 5 4 5
i i _ bnt4dnd_sn? _ pd Gty OHL oy
(1) Es sein € N. Dann gilt a, = %5575 = 55 25 24 . Wir erhalten
4 5 lim 6 + lim £ — lim 2
lim a —lin16+;_m—”—>°O n—oo " n—>oon2_6+0—0_3
nooco n—00 2—|—i4 hm2_{_hml4 240 .
" n—00 n—oo "

(2) Es sein € N. Dann gilt

T gn+l 42 T 7n2 %(%)n-{-l —1 49 %(%)nﬂ -1
Wir erhalten
lim (3)" — lim 1 10-1 1
lim b, : o0 1 oo - —_ - _ -
n—00 49 2 lim (7)”+1 —lim1 490—-1 49
n—oo

(3)" firn € Ngiltund 0 < [5| < 1 gilt, existiert nach Vorlesung der

(3) Da Z. =
Grenzwert der Reihe Y~ | (5)" = %1 = 1. Damit gilt
e 0o 3
" 1., 1, 11 1
2 5= ;(5) —;g) =1-(G+7+3)
o AF241 1
B 8 8



Alternativ gilt mit derselben Begriindung

oo o0

I, Lias I, 1 1
S =G =Y () =

n=4 n=1 n=1
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Aufgabe 4. (3+2+2+3 Punkte)
Essei f: R— R gegeben durch f(z) = sin(x) - cos(z) fiir alle x € R.
(1) Zeigen Sie, dass f'(x) = cos(x)? — sin(z)? fiir alle z € R gilt.
(2) Zeigen Sie unter Verwendung von (1), dass f'(z) = 1 — 2sin(x)? fiir alle z € R
gilt.
(3) Berechnen Sie f'(7).
(4) Berechnen Sie das Integral

M\:l\
[\~]
3
i
&
Q
&

Losung;:
(1) Es gilt mit der Produktregel
f/(x) = sin’(z) - cos(z) + sin(z) - cos'(z) = (cos(x))* — (sin(x))>.
(2) Es gilt nach Vorlesung (sin(z))?+ (cos(x))? = 1. Damit gilt nach (1) die Gleichung
f'(z) = (cos(x))? — (sin(x))* = (1 — (sin(x))?) — sin(x)* = 1 — 2(sin(z))?.
(3) Esgilt f/(T) =1 —2sin(Z)2 =1-2-12 = —1.
(4) Esist f eine Stammfunktion von f’. Damit gilt
27

f(@)dz = f|5 = f(2m) - f(g) — sin(27) - cos(2) — sin(g) : cos(g) —0-0=0,

vl

dasin(2m) = 0 = cos(5).
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Aufgabe 5. (6+4 Punkte)
(1) Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion

[ R?—R; fx,y) = 2y’ — .

(2) Untersuchen Sie, ob es sich bei den in (1) bestimmten kritischen Punkten um ein
lokales Minimum bzw. lokales Maximum handelt.

Losung;:
(1) Wir berechnen die partiellen Ableitungen. Es gilt
of _ 2 of _
g By =y~ Lund o (w,y) = 2zy.

Die kritischen Punkte erfiillen y* — 1 = 0 und 22y = 0. Die erste Gleichung liefert
y € {—1,1} und damit folgt aus der zweiten Gleichung = = 0. Das heifst die
kritischen Punkte sind (0, 1) und (0, —1).

(2) Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen und erhalten

2 2 2 2
f a9 _ o°f . O
Dashelﬁt

D(f)(w,y) = (0)(2z) — (2y)* = —4y*.
Es gilt also D(f)(0,1) = —4 < 0 und D(f)(0,—1) = —4 < 0. Nach Satz 2.50 der
Vorlesung sind damlt (0,1) und (0, —1) keine lokalen Extremstellen.
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Aufgabe 6. (4+2+3+1 Punkte)

1 3 2 6
(1) Essei A := ; g Z 188 € Matyx4(R).
1 4 3 2

(a) Bringen Sie A durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform.
(b) Diein (a) erhaltene Matrix in Zeilenstufenform sei mit B bezeichnet. Bestim-

men Sie den Rang r5 von B und die zugehorigen Elemente s(1),. .., s(rp).
1 2 3

(2) (a) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A:= [0 0 2| € Matsy3(R).
1 01

(b) Ist die Matrix aus (a) invertierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung:
(1)

1 3 2 6 1 3 2 6 1 3 2 6

3 9 6 18 Z=371 0 0 0 0 | 2oz 0O 1 1 -4

2 2 4 8 | z3—22 0 —4 0 —4 0 —4 0 —4) zs+4.2,

1 4 3 2/ zi—124 0 1 1 —4 0O 0 0 0
1 3 2 6 1 3 2 6
011 —4 - 011 -4 B
00 4 =20 z! 001 -5
000 O 000 O

Diese Matrix B ist in Zeilenstufenform. Weiter gilt damit r5 = 3, da 3 die Anzahl

der Nicht-Nullzeilen ist. Weiter gilt s(1) = 1,s(2) = 2 und s(3) = 3. Da dies

gerade die Spalten sind, die die ersten Nichtnulleintrdge (von links) enthalten.
(2) (a) Gemaéfs der Formel aus Beispiel 3.31 aus der Vorlesung gilt
det(A)=(1-0-14+2-2-143-0-0)—(1-0-3+0-2-14+1-0-2)=4—-0=4.

(b) Nach (a) ist det(A) = 4 # 0. Damit ist A nach Satz 3.35 der Vorlesung inver-
tierbar.
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Aufgabe 7. (6+4 Punkte)

(1) Es seien a,b,c € Rund g: R— R;z — az?® + bx + ¢ sei eine Polynomfunktion
mit folgenden Eigenschaften:
(@) ¢'(0) =3,
(b) ¢"(1) =6,
(c) (1,6) € Gy, wobei G, den Graph von g bezeichnet.
Bestimmen Sie a, b, c und berechnen Sie anschlielend g(—1).
(2) Bestimmen Sie einen Vektor w = (wy,wq, w3)? € R3, der gleichzeitig alle vier
folgenden Eigenschaften besitzt.
(a) Es gilt (w, (0,0,1)7) = 1.
(b) Die Vektoren (1, —3,0)” und w sind orthogonal.
(c) Die Lange von w ist v/11.
(d) Es gilt wy > 0.

Losung;:

(1) Es gilt ¢'(z) = 2ax + b und ¢"(x) = 2a. Wir erhalten mit (a) die Gleichung 3 =
¢'(0) = b und mit (b) ergibt sich 6 = ¢"(1) = 2a, also 3 = a. Weiter liefert (c)
uns 6 = g(1) = a+ b+ ¢ = 3+ 3 + ¢, das heifst ¢ = 0. Wir erhalten g(—1) =
3(—1)2 +3(—1)+0=0.

(2) Es sei w = (wy, wq, w3)” ein Vektor der (a)-(d) erfiillt. Nach (a) gilt

1= (w,(0,0,1)) = w;.
Nach (b) gilt
0= <(17 _37 O)a (w17w27 w3)> = w1 — 3U)2.
Das heifst w; = 3w,. Wir erhalten w = (3w,, ws, 1). Nach (c) gilt auflerdem
VIT = Jul = VB + (w4 I

Es folgt 11 = 10(w2)? + 1 und damit 10 = 10(w2)?. Das heiflt wy, € {—1,1}. Mit (d)
folgt nun wy = 1 und wy = 3w, = 3. Insgesamt folgt w = (3,1, 1).




	
	
	
	
	
	
	

