Vorlesungsskript Algebra I (LAG)

Wintersemester 2024
CAU Kiel

Daniel Bissinger

Version: 26. Februar 2025






Inhaltsverzeichnis

Grundlagen der Gruppentheorie

1.1 Elementare Rechenoperationen . . . . .. ... ... ... ... ... ... 0000,
1.2 Gruppen, Untergruppen und der Satz von Lagrange . . . . . . . . .. ... .. ... ....
1.3 Zyklische Gruppen . . . . . . . . . e
14 Homomorphismen und Normalteiler . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ...
1.5 Faktorgruppen und Isomorphiesdtze . . . . . . . .. ... ... .. ... .. ...
1.6 Produktevon Gruppen . . . . . . . . ... ...
1.7 Operationen von Gruppen und die Klassengleichung . . . . . . ... ... ... ... ...

Strukturtheorie endlicher Gruppen

21 p-Gruppen . . . . ...
22 DieSédtzevonSylow . . . . . . ... e e
2.3 Endlicheabelsche Gruppen . . . . . . . . . . . ... e
Grundlagen der Ringtheorie

3.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . .. .. ... L Lo e
32 KommutativeRinge . . . . . . . . .. .. e
3.3 DerQuotientenkOrper . . . . . . . ... e
3.4 Teilbarkeit in Integritatsbereichen . . . . . . . ... ... o oo o000
Polynomringe

4.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . . .. ... L Lo o
42 Nullstellen . . . . . . o e
43 Irreduzible Polynome . . . . .. .. ... ... ... e
Elementare Theorie der Korpererweiterungen

51 Korpererweiterungen . . . . . . . ... .
5.2 Endliche Kérpererweiterungen . . . . . . . ... ... ... ... ... .
5.3 Algebraische Koérpererweiterungen . . . . . . . . . ... ... ... o o,
54 Zerfallungskorper . . . . . . .. L e
55 Normale Erweiterungen . . . . . . . .. . ... e
5.6 Lineare Unabhingigkeit von Kérperhomomorphismen . . . . .. ... .. ... ... ...
Galoistheorie

6.1 Galoiserweiterungen . . . . . . . . ... L e
6.2 Charakterisierung von Galoiserweiterungen in Charakteristik 0 . . . . . . ... ... .. ..
Anwendungen

71 Der Fundamentalsatz der Algebra . . . . . . ... .. ... ... .. .. . 0 .
72 Endliche Korper . . . . . . . . . . ..
73 Einheitswurzeln . . . . . . . . . . .. e
74 Konstruktion mit Zirkelund Lineal . . . . . . . . ... ... oo 0oL

ii



Einleitung

In der linearen Algebra haben wir uns unter anderem mit den Grundlagen der Gruppen- und
Ringtheorie beschiftigt. In dieser Vorlesung werden diese Kenntnisse vertieft und um die Theorie
der Korpererweiterungen erweitert. Auflerdem werden Verbindungen zwischen diesen auf den
ersten Blick unabhédngigen Themenbereichen hergestellt.

Mithilfe der vermittelten Theorien lassen sich klassische Probleme der Geometrie prazise for-
mulieren und 16sen. Eines dieser Probleme, das einen direkten Bezug zur Schulmathematik hat,
ist die Unterteilung von Winkeln: Es seien drei verschiedene Punkte 4, B,C € R? gegeben. In der
Schule lernen wir, wie man nur mit Zirkel und Lineal den Winkel, der von AB und AC einge-
schlossen wird, halbieren kann. Abbildung 1 zeigt die Konstruktion.

Abbildung 1: Konstruktion der Winkelhalbierenden ausgehend von in der Ebene R? gegebenen
Punkten A, B und C.

Es stellt sich die Frage, ob es auch eine Methode gibt, jeden gegebenen Winkel zu dritteln. Diese
Problemstellung reicht bis in die Antike zuriick. Erst 1837 konnte Pierre Wantzel beweisen, dass
bestimmte Winkel nicht mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden konnen. Am Ende der Vorle-
sung werden wir verstehen, warum der Winkel 60° nicht gedrittelt werden kann, der Winkel 180°
hingegen schon. Aufiferdem werden wir sehen, wie man beweisen kann, dass eine Konstruktions-
aufgabe nicht 16sbar ist.

Anmerkungen zu Vorlesungsinhalten und dem Skript.

¢ Kommentare sind herzlich willkommen.

¢ Die Vorlesung ist im grofiten Teil inhaltlich in sich geschlossen und orientiert sich an [1], [3],
und [4]. An geeigneten Stellen verweisen wir auf die Vorlesung ,Lineare Algebra III” von
Richard Weidmann, die 2023 /24 gehalten wurde und online als Skript zur Verfiigung steht.

* Beweise die farblich gekennzeichnet sind, wurden in der Vorlesung nicht gefiihrt. Dies hat
zweierlei Griinde. Entweder ist der Beweis sehr umfangreich und wurde deshalb aus Zeit-
griinden weggelassen oder der Beweis ist kurz und eignet sich deshalb gut fiir das Selbst-
studium.
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1 Grundlagen der Gruppentheorie

1.1 Elementare Rechenoperationen

Im Folgenden bezeichnen wir mit N := {1, 2,3, ...} die natiirlichen Zahlen und definieren Ny :=
N U {0}. Sind z,y € Z, so schreiben wir x | y, falls ein z € Z mit x - z = y existiert. In diesem Fall
heifst x Teiler von y.

Definition. Es seien a,b € Z mit a # 0 oder b # 0. Wir definieren
ggT(a,b) ;= max{c € N|Esgiltc|aund c| b}

und nennen ggT(a,b) groBten gemeinsamen Teiler von a und b. Wir sagen, dass a und b teiler-
fremd sind, falls ggT(a,b) = 1 gilt. Weiter definieren wir ggT (0, 0) := 0.

Lemma 1.1.1 (Division mit Rest). Es seien a,b € Z mit a # 0. Dann existieren eindeutig bestimmte
Zahlen q,r € Z mit folgenden Eigenschaften:

(1) b=gq-a+r, und

(2) 0<r<lal

Beweis. Wir gehen schrittweise vor.

(i) Existenz von (g,r):
Gilt b > 0, so gilt |a| - 0 < b und wir finden ¢ € Ng mit |a| - ¢ < b < |a| - (¢ + 1). Es gilt
b=gq-la|+rmitr:=b—gq-la| >0undr=5b—q-la| <|a|-(¢+1)—q-|a|] =lal.
Giltb < 0, so findenwir ¢’ € Zund 0 < 7’ < |a| mit —b = ¢'-a+7'. Esfolgt b = (—¢')-a+(—1")
und —|a| < —r' < 0. Fir —' = 0 setzen wir ¢ := —¢ und r := 0. Fir —' < 0 erfullt
r := —r’ + |a| die Ungleichung 0 < —r’ + |a| < |a|. Es sei ¢ € {—1, 1} das Vorzeichen von a
und ¢ := —¢’ — ¢. Dann gilt

qga+r=(—q¢ —0Oa—1"+l|a] =b—Lla+|a| =0.
(ii) Eindeutigkeit: Es seien (¢,r) und (¢/, ") mit den Eigenschaften (1) und (2) und o.b.d.A. sei

r > r'. Wirerhalten 0 < r — v/ < |a] und r — 1’ = a(q¢ — ¢) liefert uns 0 < a(q’ — ¢q) < |a|. Das
heilt 0 < |a| - |¢' — ¢| < |a|, also 0 < |¢ — ¢| < 1da|a|] # 0 und damit ¢’ = ¢. Es folgt r = 7.

0



Lemma 1.1.2. Es seien a,b € Z nicht beide 0.
(1) Es existieren s,t € Z mit ggT(a,b) =s-a+t-b.*

(2) Fiir g € N sind dquivalent:
(a) g =ggT(a,b).
(b) Es gelten
(i) g|aundg|b, und
(ii) fiiralle ¢ € Nmit g’ | a und g’ | b folgt bereits ¢ | g.

(3) Gilta#0undistb=q-a+rmit0<r <|al, sogilt ggT(a,b) = ggT(a,r).

"Diese Aussage ist als Lemma von Bézout bekannt.

Beweis.

(1) Esgiltg' := a-a+b-b € N. Also finden wir eine Darstellung g := s-a+¢-b € Nmit s, ¢t € Z und
g € Nminimal. Es gilt ggT(a, b) | a und ggT(a,b) | bund damit auch ggT(a,b) | s-a+t-b=g.
Mit ggT(a,b), g € N folgt ggT(a,b) < g. Wir schreibena = ¢- g+ rmit0 <r < |g| = g und
erhalten

r=a—q-g=a—q-(sca+t-b)=1—-¢q-s)-a+(—q-t)-b.
Mit r € {0,...,g — 1} und Minimalitdt von g folgt » = 0, das heifit g | a. Analog folgt g | b.
Wir erhalten g € {c € N | Esgilt ¢ | a und ¢ | b} und damit g < ggT(a,b). Insgesamt gilt
g =ggT(a,b).

(2) (a) = (b). Klar ist ggT(a,b) | a und ggT(a,b) | b. Es sei ¢’ ein gemeinsamer Teiler von a und

b. Eine Darstellung ggT(a,b) = s-a+t - baus (1) liefert uns ¢’ | ggT(a, b).
(b) = (a). Es erfiille g die Eigenschaften (i),(ii). Nach (i) gilt g € {c € N | Es giltc | aund ¢ | b}
und damit g < ggT(a,b). Mit (ii) folgt aber auch ggT(a,b) | g, also ggT(a,b) < g, da g € N.
Also g = ggT(a,b).

(3) Ein gemeinsamer von Teiler a, b ist auch ein Teiler von ¢ und r = b — ¢ - a. Mit (2) folgt

ggT(a,b) | ggT(a,r). Analog ist ein gemeinsamer Teiler von r und a ein Teiler von a und
=q-a+r.AlsoggT(a,r) | ggT(a,bd).

O

Beispiel. Es seien a,b € Z nicht beide 0. Wir wollen ggT(a,b) und eine Darstellung der Form
ggT(a,b) = s-a+t-bbestimmen. Der Fall a - b = 0 ist trivial. Als Beispiel berechnen wir
ggT(—462,1071). Es gilt ggT(—462,1071) = ggT(462, 1071). Wiederholte Division mit Rest liefert

1071 = 2 - 462 + 147
462 =3-147+ 21
147=7-2140



Damit gilt
geT(—462,1071) = ggT(462,1071) = ggT(462, 147) = ggT(21,147) = ggT(21,0) = 21.
Um eine Darstellung wie im Lemma von Bézout zu erhalten, setzen wir riickwirts ein:
21 =462 — 3147 =462 — 3 - (1071 — 2-462) = 7- 462 + (—3) - 1071.
Da wir urspriinglich an einer Darstellung durch —462 und 1071 interessiert waren, erhalten wir

ggT(—462,1071) = 21 = (=7) - (—462) + (=3) - 1071.

Definition. Eine Zahl 1 # n € N heifit Primzahl, falls fiir m € N mit m | n schon m € {1,n} gilt.
Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit P.

Der folgende Satz ist uns wohlbekannt und wir werden uns im Laufe des Semester mit spe-
ziellen Ringen beschiftigen, die eine dhnliche Eigenschaft besitzen. Der Vollstandigkeit halber
gegeben wir schon hier einen Beweis.

Satz 1.1.3 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Es sei 1 # n € N. Dann existiert eine bis auf
Reihenfolge eindeutig bestimmte Zerlequng n = pips - - - pg von n in Primzahlen py, . . ., py.

Beweis. Wir gehen schrittweise vor.

(1) Existenz der Zerlegung: Besitzt n € N keine Zerlegung dieser Art, so finden wir eine kleinste
Zahl 1 # ng € N mit dieser Eigenschaft. Insbesondere ist ny keine Primzahl und wir finden
nattirliche Zahlen 1 < a,b < n mit ng = ab. Minimalitét liefert eine Zerlegung fiir a und b
und damit auch fiir das Produkt, ein Widerspruch.

(2) Eindeutigkeit der Zerlegung: Es seien s, € Nund pip2---ps = n = qiq2 - - ¢+ zwei Zer-
legungen in Primzahlen. Wir zeigen iiber Induktion nach s, dass sich die Zerlegungen nur
um Reihenfolge unterscheiden. Gilt s = 1, so ist n eine Primzahl und die Behauptung ist
klar. Es sei also s > 1. Es gilt p1 | n = q1¢2 - - - ¢:- In den Ubungen wird gezeigt, dass damit
eini € {1,...,t} mit p; | g; existiert. O.B.d.A. sei i = 1. Mit p; # 1 und ¢; Primzahl, folgt
p1 = ¢1. Damitist ps - - - ps = ¢2 - - - ¢ und die Induktionsvoraussetzung zeigt, dass s = ¢ gilt
und ¢ - - - ¢s durch Anderung der Reihenfolge aus p» - - - ps hervorgeht.

0

Definition (Primfaktorzerlegung). Es sein € Z \ {—1,0, 1}. Fiir p € P bezeichnen wir m,(n) € Ny
die eindeutig bestimmte nattirliche Zahl, sodass

n= (=1 [[»™
peP

gilt, wobei e = 1 fiirn < lund ¢ = 0 fiirn > 1.1

Beispiel. Es gilt n = 588 = 22.3.72, das heif}t mo(588) = 2, m3(588) = 1, m5(588) = 0, m7(588) = 2
und m,,(588) = 0 fiir alle p € P~7.

'Es handelt sich um ein endliches Produkt, da m,(n) = O fiir alle Primzahlen p > n gilt.




1.2 Gruppen, Untergruppen und der Satz von Lagrange

Definition. Sei G # & eine Menge sowie
p:GxG— G (z,y) = plzy) =z-y=my
eine Abbildung?. Das Paar (G, ;1) heifit Gruppe, falls gilt
(1) z(yz) = (zy)z fur alle z,y, z € G (Assoziativgesetz),

(2) esexistiert e € G mit
(i) ex = x furallex € G,

(ii) zujedem z € G gibteseiny € G mit yz = e.

Gilt lediglich (1), so heifst G Halbgruppe.

Lemma 1.2.1. Sei G eine Gruppe.

(1) Es existiert genau ein Element e € G mit ex = w fiir alle v € G und dieses Element erfiillt
xe =z fiirallex € G.

(2) Fiir jedes x € G existiert genau ein y € G mit yx = e und dieses Element erfiillt xy = e.

Beweis. Es sei e mit Eigenschaft (2) aus der Definition der Gruppe und x € G. Es sei y € G mit
yr = eund z € G mit zy = e, dann gilt

zy = e(xy) = (2y)(2y) = 2(yx)y = 2(ey) = zy =e.

Weiter folgt daraus
(x) ze=2z(yx) = (zy)r = ex = .

Ist ¢’ ein weiteres Element mit der Eigenschaft (2), so folgt

G

e —ee—=e.

Damit ist e eindeutig bestimmt. Ist ¢’ € G ein weiteres Element mit y'z = e, so folgt

()
Y = ye=y(zy) = (Wr)y=ey=y.

Definition. Es sei G eine Gruppe.

(1) Das eindeutig bestimmte Element e € G heifst neutrales Element von G und fiir z € G heifst
das eindeutig bestimmte Elemente ! mit 27!z = e = z2~! das zu z inverse Element.

*Wie in der Linearen Algebra unterdriicken wir x und schreiben z - y oder zy anstatt u(x, y).



(2) Die Gruppe G heifit abelsch, falls zy = yx fiir alle z,y € G gilt®.

Beispiele. (1) (Z,+),(Q,+), (R, +),(Q\{0},-), (R\{0},-), (C\ {0}, -) sind (abelsche) Gruppen.
(2) (No,+), (Z\ {0}, ) sind keine Gruppen.
(3) Ist X # @ Menge, so bildet die Menge
8x :={0: X — X | o ist bijektive Abbildung}

eine Gruppe mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung. Die Gruppe heifst
symmetrische Gruppe auf X und ein Element in $ x heiit Permutation. Fur X = {1,...,n}
mit n € N schreiben wir 8,, := 8x und erinnern uns, dass §,, genau n! Elemente enthalt. Fiir
n > 3 ist §,, nicht abelsch: Es sei ¢ die Permutation die nur 1 und 2 vertauscht und 7 die
Permutation die nur 2 und 3 vertauscht. Es gilt

(coT)(1)=0(1)=2#3=17(2) = (100)(1),

dasheifStc o7 # 70 0.

Definition. Eine Teilmenge H C G einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, wenn p(h1, he) € H
fir alle hy, he € H giltund (H, p|gx i) eine Gruppe ist.®

Lemma 1.2.2 (Untergruppenkriterium). Sei G eine Gruppe, H C G eine Teilmenge. Dann ist H
eine Untergruppe von G genau dann, wenn

(a) H+# 2,
(b) xy € H fiiralle x,y € H, und
(c) =% € H fiirallex € H.
Beweis. Eine Untergruppe erfiillt die Eigenschaften (a),(b) und (c) aufgrund der Gruppenaxiome.

Gelten (a),(b) und (c), so ist H # @ und mit h € H ist damit auch e = h~'h € H. Da sich das
Assoziativgesetz stets auf Unterstrukturen vererbt, ist H damit eine Untergruppe. O

Beispiele. (1) Firne Nundi e {1,...,n}ist
Stabg (i) :={o €8, | o(i) =i}.

eine Untergruppe von 8,,.

*Ist G eine abelsche Gruppe, so bezeichnen wir die Verkniipfung auch gelegentlich mit (G, +). In diesem Fall bezeich-
nen wir das neutrale Element mit 0 und das inverse Elemente von z € G mit —z.
*Da pu(h1, ha) € H gilt, ist u|pxm: H x H — H eine wohldefinierte Abbildung.



(2) Sei n € N. Die Menge der n-ten Einheitswurzeln €, := {¢>™% | 0 < m < n — 1} ist eine
Untergruppe von (C\ {0}, -) mit genau n Elementen: Es gilt 1 = €° € €,,. Fiir 0 < mj,ms <n

schreiben wir m; + mo = gn + r mit 0 < r < n. Es gilt
;L o2 2 IOET

m2 ;4 i i i T ;T
627r7, n . 2T — 2T 627”'” .627rzn — (627rz)q . 627r7,n _ 627r7,n €C,.

Analog zeigt man, dass fiir 2™ € @, auch (62’”%)_1 € G, gilt.

Lemma 1.2.3. Sei G eine Gruppe, U eine Menge von Untergruppen von G sowie S C G eine Teil-
menge. Dann gilt:

(1) ey H is eine Untergruppe von G.

(2) Sei Ug die Menge aller Untergruppen von G, die S enthalten. Dann ist
(S) = m H
Helg

die kleinste Untergruppe von G, die S enthilt. Wir nennen (S) die von S in G erzeugte Unter-
gruppe.

(3) (S) ={s]'---s5 | neNy,s; €S,e; € {1, -1}}"

“Fiir G in additiver Schreibweise (G, +) ist (S) = {(e1)s1 + -+ + (€n)sn | n € No,s; € S, &5 € {1, —1}}.

Beweis.

(1) Dies folgt durch Nachpriifen des Untergruppenkriteriums.

(2) Nach (1) ist (S) eine Untergruppe. Sei U C G eine Untergruppe von U die S enthilt, so folgt
U € Ug und damit (S) C U.

(3) Mit dem Untergruppenkriterium lédsst sich zeigen, dass
Vi={s]"---s;" | neNpy,s; € S,e;€{1,-1}}

eine Untergruppe von G ist, die S enthélt. Das heifst V' € Ug. Sei nun U € Ug. Dann gilt
S C U und damit s]' ---s5» € U fur allen € Ny, s; € Sund ¢; € {—1,1}. Insgesamt folgt

()
also (S) €V C Ny U =(9).

Beispiele. (1) Fiirn € Z gilt ({n}) = {nz | n € Z} =: nZ.

(2) Es gilt ({1}) = Z.

(3) Essei S :={2,3}. Danngilt 1 = 3 — 2 € (S). Es folgt Z = ({1}) C (S) C Z, also (S) = Z.
(4) Esgilt ({6,15}) = ({3}).



Ist S eine endliche Menge, so bezeichnen wir mit |S| die Anzahl der Elemente von S. Ist G eine
endliche Gruppe, das heifit die zugrundeliegende Menge ist endlich, so heifit |G| die Ordnung
von G.

Definition. Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe. Fiir x € G heifst
xH :={zh | he H}
die Linksnebenklasse von z in H. Wir schreiben
G/H :={zH | = € G}.

Ist G/H endlich, so heifst [G : H| := |G/H| der Index von H in G.

Satz 1.2.4 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, H C G eine Untergruppe. Dann gilt

|G| =[G : H]|H].

Beweis. Seien x,y € GG. Dann definiert
r~y ez lye H

eine Aquivalenzrelation auf G. Es sei G/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Nach Definition gilt
[x] = zH firjedes x € G. Damit ist
G= || [

[z]€G J~

die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen und G/H = G/ ~. Auflerdem ist fiir jedes = € G
die Abbildung
fo:H—xH =[x] ; hw— zh

bijektiv. Damit folgt
Gl=1 | kll=)ll=)|H=[G:H]|H|
[z]eG/H G/H G/H
O
Beispiel. Nach dem Satz von Lagrange ist fiir eine endliche Gruppe G die Machtigkeit jeder Un-

tergruppe ein Teiler von |G|. Zum Beispiel folgt fiir |G| = 6, dass fiir eine Untergruppe U nicht
|U| = 4 oder |U| = 5 gelten kann.



1.3 Zyklische Gruppen

Es sei (G, -) eine Gruppe, = € G und z € Z. Wir definieren

e z=0
r-x---T z>0
Z . \ﬁ/_/
T i= z—mal

R s P

|z]—mal

Ist G abelsch und in additiver Schreibweise G = (Z, +) gegeben, so schreiben wir zz anstatt z*.

Definition. Eine Gruppe G heifsit zyklisch, falls ein z € G mit G = ({z}) existiert. In diesem Fall
gilt G = {z* | z € Z}. Wir schreiben dann G = (z).

Beispiele. (1) Essein € N. Dann ist die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln €,, = {e?™% |0 <
m < n — 1} zyklisch, da (e%)m = ™% firallem € {0,...,n — 1} gilt.

(2) Division mit Rest zeigt, dass jede Untergruppe H C Z zyklisch ist: Ist H # {0}, so finden wir
n € H NN minimal. Damit ist (n) C H. Fiir m € H liefert Division mit Rest eine Darstellung
m = qn+rmit0 < r < n. Das heist r = m — qn € H N Ny. Minimalitiat von n liefert » = 0.
Das heifit m = gn und m € (n).

(3) Es sei G eine Gruppe mit |G| = p € P Primzahl und z € G \ {e}. Dann ist {e,2} C (z) C
G eine Untergruppe mit mindestens zwei Elementen. Nach dem Satz von Lagrange folgt
|(z)| = p = |G| und damit (z) = G. Also ist G zyklisch.

(4) (Q,+) ist nicht zyklisch: Angenommen (Q, +) ist zyklisch, so finden wir n, m € Nmit () =
Q. Sei p € P eine Primzahl mit p { m. Dann gilt 2> # % fir alle z € Z.

(5) Jede zyklische Gruppe G = () ist abelsch, da z*z*2 = z71%2 = g2+51 = g2 fir alle
21, 22 € Z gilt. Die Umkehrung gilt nicht nach (4).

Definition. Sei G eine Gruppe, = € G. Ist (x) endlich, so heifdt ord(z) := |(z)| die Ordnung von x.
Andernfalls hat z unendliche Ordnung.

Satz 1.3.1. Sei G eine Gruppe sowie x € G. Dann gilt:
(1) Hat x endliche Ordnung, so gilt

ord(z) = min{n € N | 2" = e} und (z) = {2° = ¢, 22, ..., 2@ 1},

(2) Ist m € N ein Element mit z™ = e, so hat x endliche Ordnung und ord(x) teilt m.

SHier verwenden wir die additive Schreibweise.



(3) Hat x € G endliche Ordnung, so hat x* fiir jedes s € Z endliche Ordnung und es gilt

o ord(@)
o) = T ord(a). 5)

(4) Ein Element x € G hat unendliche Ordnung genau dann, wenn alle Potenzen von x paarweise

verschieden sind.

Beweis.

(1)

Wir betrachten H := {n € Z | 2" = e}. Dannist H C Z eine Untergruppe und es gibt
mo € Nomit H = (mg) = {zmo | z € Z}.

Die Annahme my = 0 liefert H = {0} und aus 2" = 2" mitn > m > 1 folgt 2"~ = e. Das
heist n —m € H = {0} und n = m. Damit ist die Abbildung

f:Z —(z); n—a"
ist injektiv und hat  unendliche Ordnung, ein Widerspruch.

Es gilt also my > 0 und wir behaupten, dass (z) = {z" | 0 < n < mg — 1}. Die Inklusion
D folgt aus Lemma 1.2.3(3). Sei h € (x). Dann existiert nach Lemma 1.2.3(3) ein s € Z mit
h = z°. Division mit Rest liefert ¢, € Z mit s = gmg + r, wobei r € {0,...,mo — 1}. Es folgt
dann

h=uz°= (™))" = z".
Dies beweist die Behauptung und wir erhalten ord(z) < my.

Seien 0 < s <t < my — 1 mit z° = 2 gegeben. Dann gilt 0 < t — s < mg — 1 sowie

Es folgtt — s € H und somit s = ¢. Also haben wir ord(z) = mo = min H N N.

Sei s € Z, dann existieren ¢ € Z und 0 < r < m mit s = gm + r. Wir erhalten z* = (2™)%2" =
z". Es folgt ord(x) < m. Wir schreiben nun m = gord(z) +r mit 0 < r < ord(z) und erhalten
e =a" =z". Dar < ord(z) gilt, liefert (1) » = 0. Damit ist ord(x) ein Teiler von m.

Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit s € N. Dann gilt
(%)o@ — (gord@)ys —
Damit hat 2° nach (2) endliche Ordnung. Es sei nun
d := ggT(ord(z),s).
Das Lemma von Bézout liefert a, b € Z mit d = a ord(z) + bs. Damit erhalten wir
Fod@)d _ ((gord(@)yord(@)ya  pord(@)bs _ ((z)ord(z))b _ ¢

Wegen (2) gilt ord(z°)d = ord(z)n fiir ein n € N. Wegen J € N folgt aufSerdem

(z°)
also gibt es m € N mit %d(z) = mord(z*). Insgesamt erhalten wir somit
ord(x) = ord(z*)dm = ord(z)mn

und daher m = n = 1. Damit folgt ord(z*)d = ord(z)n = ord(z).

=G (@) i — ¢

)



(4) Sind alle Potenzen paarweise verschieden, so ist die Abbildung
fZ—{(z); n—a"

injektiv und z hat unendliche Ordnung. Gibt esn < m mit 2™ = 2™, so folgt ™™™ = e und
x hat nach (2) endliche Ordnung.

O]

Beispiel.
(1) Wir verwenden fiir Permutationen die aus der Linearen Algebra bekannte Schreibweise. Es

sei o = @ g Z ;L ?) € 85. Nachrechnen zeigt o # id fiiri € {1,2,3,4} und o° = id.

Das heifit ord (o) = 5. Weiter gilt ord(0?) = (7l = 5. Mit (0?) C (o) folgt (o) = (o?).

(2) Es sei G eine endliche Gruppe und z € G. Dann ist ord(z) = [(z)| nach dem Satz von
Lagrange ein Teiler von |G|. Wir schreiben ord(z)¢ = |G| mit ¢ = [G : (x)] € N. Es folgt
.I"G| — (xord(x))é = el —e.

Satz 1.3.2. Sei G = (z) eine zyklische Gruppe.
(1) Jede Untergruppe H C G is zyklisch.

(2) Gilt |G| = n, so ist fiir einen Teiler d von n

die einzige Untergruppe von G der Ordnung d.

(3) Gilt |G| = nund ist H C G eine Untergruppe, so existiert ein Teiler d von n mit H = G.

Beweis.

(1) Ist H # {e}, so existiert
no:=min{n € N | 2" € H}.

Wir behaupten: H = (z"°), wobei die Inklusion D aus Lemma 1.2.3(2) folgt. Sei h = 2" € H.
Dann existieren ¢, € Z mitn = gng+rund r € {0,...,no — 1}. Es folgt 2" = h(2™0)~% € H.
Nach Definition von ng impliziert dies » = 0, und damit & = (2"°)? € (2"°). Insbesondere
ist H damit zyklisch.

(2) Wegend | n gilt & = ggT(n, %) und Satz 1.3.1 liefert ord(zd) = d. Also hat G4 die Ordnung
d.

Seinun H C G eine Untergruppe der Ordnung d. Fiir d = 1 gilt H = {e} = G1. Andernfalls

liefert (1) ein m € N mit H = (z") und nach dem Beweis von (1) konnen wir m = min{t €
N | z' € H} wéhlen. Dann gilt nach Satz 1.3.1(3)

n
d=ord(z™) = ———.
(") geT(m,n)
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Wie schreiben n = gm + r mit r € {0,...,m — 1}. Dann gilt mit Bespiel (2) der vorherigen
Seite
T =ex " =2" a7 =" = (™) € H.

Also ist 2" = (27")~! ein Element von H, was nach Wahl von m die Gleichung r = 0 im-
pliziert. Wir erhalten n = ¢m und ggT(m,n) = m. Dies liefert d = > und m = 7%, also
H =G,

(3) Sei H eine Untergruppe der Ordnung d. Nach dem Satz von Lagrange ist d ein Teiler von n
und (2) impliziert H = G.

0

Beispiel. Wir betrachten die Permutationen

_(t2z3y L (123
7= \2 1 3 T=\3 2 1)

Es sind (o) # (7) Untergruppen von 83 der Ordnung 2. Damit ist 83 nach Satz 1.3.2 nicht zyklisch.

1.4 Homomorphismen und Normalteiler

Definition. Es seien G, G’ Gruppen.

(1) Eine Abbildung ¢ : G — G’ zwischen zwei Gruppen heifit Homomorphismus, falls

p(zy) = p()p(y)
fir alle z,y € G gilt.

(2) Ein bijektiver Homomorphismus ¢: G — G’ heifit Isomorphismus. In diesem Fall ist die
Umkehrabbildung ¢~': G’ — G ebenfalls ein Homomorphismus.

(3) Wir sagen G ist isomorph zu G’, falls ein Isomorphismus ¢: G — G’ existiert. In diesem
Fall schreiben wir G = G'.

Lemma 1.4.1. Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus. Es gelten die folgenden Aussagen.
(1) pleq) = eqr.
(2) p(z71) = @(x)~! fiiralle z € G.
(3) Das Bild im ¢ := {p(z) | = € G} von  ist eine Untergruppe von G'.
(4) Der Kernker ¢ := ¢ (eqr) = {z € G | () = eq} von ¢ ist eine Untergruppe von G.

(5) o~ (p(x)) = zkerp = {z2 | 2z € ker } fiir alle x € G.

11



Beweis. Siehe [5, (3.2.30), (3.2.39)] fiir die Beweise von (1) - (4). Wir zeigen (5). Sei € G und

. _ _ 2 _ _
y € o (@), dannist y = za~ 'y € wkery, da p(z~y) 2 w(x)o(y) = o(x) o) = o

Anderseits ist p(xz) = p(z)p(z) = ¢(z) fiir alle z € ker ¢. Das heifit 2z € o1 (p(z)). O

Bemerkung 1.4.2. Nach Lemma 1.4.1 ist ein Homomorphismus ¢: G — G’ injektiv, genau dann,
wenn ker p = {eq} gilt, da

@ ist injektiv < o ' (p(x)) = {2} firallex € G & zkerp = {z} firalle x € G < kerp = {e}.

Definition. Es sei G eine Gruppe. Ein Isomorphismus ¢: G — G heifst Automorphismus. Dann
ist
Aut(G) := {p € 8¢ | ¢ist Automorphismus}

eine Untergruppe von 8.

Beispiele. (1) exp: (R,+) — (Rxg,:); z + €7 ist ein Isomorphismus.

(2) ¢: (C\ {0},-) — (R\ {0},) ; 2z — |2| ist ein Homomorphismus, der weder injektiv noch
surjektiv ist. Sei S C C der Einheitskreis und z € C\ {0}, so gilt

e (p(2)) = zkerp = 21 = |2[eiED)S = |23,

da e'8(*) = cos(arg(z)) + isin(arg(z)) € S und S eine Untergruppe von (C \ {0},-) ist.
Abbildung 1.1 zeigt die Urbilder ¢~!(2) und ¢~'(%) in der GauBschen Zahlenebene.

Y
4

41,'

Abbildung 1.1: Urbilder von 2 und £ unter dem Homomorphismus ¢ aus Beispiel (2).

(3) Essein € Nund GL,(R) die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen. Nach dem Determi-
nantenproduktsatz ist die Determinantenabbildung

det: (GLn(R),") — (R\ {0},-); A~ det(A)

ein Gruppenhomomorphismus mit ker det = {A € GL,,(R) | det(A) = 1} =: SL,(R).

12



(4) Essein € N, 0 € §, und A(0) € GL,(R) die zugehorige Permutationsmatrix. Per Definition
gilt A(o) = (ai;) mit a;; = 0,,(;) fiiralle i, j € {1,...,n}. Die Leibnizformel liefert

n

det(A(o)) = Z sgn(7) Ha’r(i)’i = Z sgn(7) H5T(i)o(i) = sgn(o),

TESK =1 TESH =1

wobei sgn(7) das Signum/Vorzeichen von 7 bezeichnet (siehe [5, (3.3.5)]). Nachrechnen
zeigt, dass A(0)A(7) = A(o o 7) fiir alle o, 7 € §,, gilt. Nach (3) ist damit auch sgn: §,, —
({£1},+), 0 — sgn(o) ein Gruppenhomomorphismus (vergleiche [5, (3.3.9)]).

(5) Ist G eine Gruppe und g € G, so ist 1;: G — G;z +— gzg~! ein Automorphismus mit
Umkehrabbildung ¢, = ¢,—1 (Ubung).

Der folgende Satz besagt, dass eine Gruppe G als Untergruppe der symmetrischen Gruppe S
aufgefasst werden kann.

Proposition 1.4.3 (Satz von Cayley). Sei G eine Gruppe. Dann ist ¢ : G — 8¢, mit

o(x)(y) :==zy fiirallex,y € G

ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Sei x € G. Wegen ¢(z)(z~'y) = y fir alle y € G ist die Abbildung ¢(z) : G — G
surjektiv. Gilt fiir y, z € G die Gleichung ¢(z)(y) = ¢(z)(2), so erhalten wir zy = zz und somit
y = z. Mithin ist p(x) € 8¢ und die Abbildung ¢ ist wohldefiniert. Wegen ¢(zy)(z) = (zy)z =
2(y2) = (@) (1) (2)) = (@) 0 p(y))(2) fiir alle 7, y, = € G folgt

p(zy) = p(z) o p(y).

Damit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.
Ist z € ker ¢, so gilt p(z) = idg und somit e = idg(e) = ¢(x)(e) = xe = x. Also ist p injektiv. [

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N C G heifst Normalteiler von G oder normal
in G, falls
tNz ' =N

fur alle x € G gilt. In diesem Fall schreiben wir N < G.

Lemma 1.4.4. Sei G eine Gruppe und N C G eine Untergruppe. Folgende Bedingungen sind
dquivalent:

(1) N ist ein Normalteiler von G.
(2) Esgilt tN = Nu fiiralle x € G.

(3) Esgilt znz~! € N fiirallex € G.
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Beweis. (1) = (2) und (2) = (3) folgen unmittelbar. Gelte also znx~! € N fiirallex € G.Seiy € G
fixiert, dann erhalten wir direkt yNy~' C N.Seinun n € N, dann ist

1

n=yy ‘ny)y"

=y(y 'nly )yt eyNy .
—_—
eN

1 2 3

Beispiele. (1) H := Stabg,(3) ist nicht normal in 83: Es sei 7 := <2 1 3

) € H. Fiur o :=

<i g 3) 683 gllt (0'07'00"1)(3) = (0’07’)(2) :O’(l) = 1,und50mit0'07'00'_1 QH

(2) Ist G eine abelsche Gruppe und N C G eine Untergruppe. Fiir z € G und n € N gilt

anz—t = xx~n = n € N. Damit ist N ein Normalteiler.

(3) Ist ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so sind Urbilder von Normalteilern wie-
der Normalteiler. Insbesondere ist ker ¢ = ¢~ !({eg/}) ein Normalteiler von G. Bilder von
Normalteilern sind in der Regel keine Normalteiler (siehe Beispiel (1)).

(4) Sei n € N, dann ist A,, := kersgn <J8,, ein Normalteiler von §,,. Die Gruppe A,, heifit die
alternierende Gruppe auf n Elementen.

1.5 Faktorgruppen und Isomorphiesatze

Sei G eine Gruppe, N dG eine normale Untergruppe. Die spezielle Beschaffenheit von Normaltei-
lern erlaubt uns auf der Menge der Linksnebenklassen G/N in nattirlicher Weise eine Gruppen-
struktur zu definieren: Die Menge

G/N ={zN | z € G}

erhalt durch
(zN) - (yN) = ayN

die Struktur einer Gruppe mit neutralem Element ey = N = eN. Diese Gruppe heif3t Faktor-
gruppe von G nach N. Die Abbildung

m:G— G/N;z—axN

ist ein surjektiver Homomorphismus mit ker 7 = N. Wir nennen 7 die kanonische Projektion.

Bemerkungen 1.5.1.
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(1) Obige Zuordnung ist wohldefiniert, da IV ein Normalteiler von G ist: Sind x1, z2,y1,y2 € G

mit 21 N = 22N und y1 N = y2 N, so gilt a:l_lacg, yl_lyg € N und damit

(21y1) " (@2y2) N = i "o ' waye N = (v 'y2) (y; ' (27 '22)y2)N = N,
N————
eN

da N ein Normalteiler ist. Das heifst z1y1 N = xoyo N
(2) Esgilt (xN)™! =27 N fiirjedes z € G.
(3) U := Stabg,(3) ist kein Normalteiler von 83 und die Zuordnung

Sg/U X Sg/U — S3/U, (O‘U,TU) — O’OTU6

nicht wohldefiniert:
. (123 (1 23 (123

Es seien o0 = (3 9 1) und 7 = (2 3 1> €383. Esgilto™ o7 = (2 1 3> e U, also

1 2 3

31 2

(coo)U=U# (toT)U.

oU =71U.Esgiltabercooc=ide Uund o7 = ( > ¢ U. Das heifst

(4) Wir haben bereits gesehen, dass fiir einen Homomorphismus ¢: G — G’ der Kern ker ¢
ein Normalteiler von G ist. Es sei nun N < G ein Normalteiler, so ist 7: G — G/N ein
Homomorphismus und ker ¢ = N. Damit sind Normalteiler genau die Untergruppen, die
als Kern eines Homomorphismus auftreten.

Satz 1.5.2 (Homomorphiesatz). Seien ¢ : G — G’ ein Homomorphismus von Gruppen und
N <G ein Normalteiler mit N C ker @. Dann existiert genau ein Homomorphismus ¢ : G/N — G’
derart, dass ¢ o m = o gilt. Das heif$t wir erhalten das kommutative Diagram

G—2 ¢

\(
T
e

G/N

Beweis. Sind ¢1, p2: G/N — G’ mit 101 = p = @oom, dann stimmen @1 und @9 aufim 7 = G/N
tiberein und es folgt ¢1 = p2. Damit ist die Abbildung ¢ eindeutig bestimmt. Notwendigerweise
setzen wir

p(aN) = p(z)
fir alle » € G. Gilt zN = yN, so folgt nach Voraussetzung z 'y € N C ker . Damit erhalten wir
o(z) = p(a)ecr = p(@)p(z™'y) = plaz™'y) = o(y).
Also ist ¢ wohldefiniert. Die restlichen Behauptungen ergeben sich durch direktes Nachrechnen.
O

Der folgende Satz ist nun eine einfache Folgerung, die Konsequenzen dieser Aussage sind je-
doch weitreichend.

6S’rreng genommen miissten wir hier o o 7 o U schreiben.
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Korollar 1.5.3. Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus. Dann ist
¢: G/kerp — G’ ; xker ¢ — ¢(x)

ein injektiver Homomorphismus mit im ¢ = im ¢. Insbesondere gilt daher G/ ker ¢ = im (.

Beweis. Nach Satz 1.5.2 ist ¢ wohldefiniert. Da 7: G — G/ ker ¢ surjektiv ist, folgt im ¢ = im(@o
m) = im@. Ist vkerp € ker g, so gilt e = p(rkery) = p(x) und damit x € ker¢. Das heifst
zkerp =ker = eq/rer O

Bemerkung 1.5.4. Da der Satz erfahrungsgemafs einschiichternd wirkt, geben wir hier eine mégliche
Interpretation: Wir starten mit einem Homomorphismus ¢: G — G’ und nehmen an, dass wir
die Gruppe G’ gut kennen (und damit auch insbesondere alle Untergruppen).

Ist ¢ injektiv, so konnen wir G = im ¢ als Untergruppe von G’ auffassen. In diesem Fall verste-
hen wir also auch G.

Ist ¢ nicht injektiv, so gilt ker ¢ # {e}. Um wieder einen injektiven Homomorphismus zu er-
halten, fassen wir alle Elemente in ker ¢ als ein Element auf. Dies geschieht durch den Ubergang
zu G/ ker ¢. In dieser Gruppe ist ker ¢ € G/ ker ¢ das neutrale Element und ker ¢ = ker ¢. Da-
mit ist p: G/ ker o — G injektiv. Der Preis den wir zahlen miissen, ist der Ubergang zu einer
,kleineren” Gruppe G/ ker ¢, die G mithilfe von ker ¢ approximiert: Fiir x,y € G stimmen die
Nebenklassen z ker ¢, y ker ¢ genau dann tiiberein, wenn sich z und y nur durch Multiplikation
mit einem Element aus ker ¢ unterscheiden.

Beispiele. (1) Ubungsaufgabe: Mithilfe von Korollar 1.5.3 l4sst sich zeigen, dass fiir jede zykli-
sche Gruppe G genau ein n € Ng mit G = Z/(n) existiert. Insbesondere gilt €,, = Z/(n) fiir
n € N.

(2) Ist p: G — G’ ein surjektiver Homomorphismus zwischen endlichen Gruppen, so ist nach

dem Satz von Lagrange und Korollar 1.5.3 die Ordnung von G’ ein Teiler der Ordnung von
G,da |G| = |[im | = |G/ kerp| = ol

(3) Ist p: Z/(12) — Z/(7) ein Homomorphismus, so gilt p(x) = 0z, fiir alle » € Z/(7): Wire
@(x) # 0z, fir ein z € Z/(12), so wire im ¢ eine Untergruppe von Z/(7) mit mindestens 2
Elementen. Der Satz von Lagrange liefert im ¢ = Z /(7). Nach dem Homomorphiesatz folgt

(Z/(12))/ ker p =Zimy = Z /(7).
Erneute Anwendung von dem Satz von Lagrange liefert
12 =1Z/(12)| = | ker ¢| - |im | = 7| ker ¢|.

Das ist nicht moglich.

Seien @ # 51,52 C G Teilmengen einer Gruppe G. Dann definieren wir

5185 1= {8182 | s; € .5;,1 € {1,2}}.

16



Satz 1.5.5 (Erster Isomorphiesatz®). Es seien G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und N C G
ein Normalteiler. Dann gilt:

(1) NH ist eine Untergruppe von G.
(2) N N H ist ein Normalteiler von H.

(3) Die Abbildung
¢: H/(NNH) — NH/N ; (NN H) — zN.

ist ein Isomorphismus.

“Es gibt auch einen zweiten Isomorphiesatz, dieser ist jedoch fiir unsere Vorlesung nicht relevant.

Beweis.

(1) Esiste € NH.Sind n,n’ € N und h,h' € H. Da N ein Normalteiler ist, gilt

(nh)(n'W) = (nhn'h"Y)hh' € NH,
N
eEN
sowie
(nh)t=h"tn"t = (" n"th)h !l e NH.
N
€

(2)+(3) Esist N C NH ein Normalteiler der Gruppe NH.Seio : H — NH/N die Restriktion der
kanonischen Projektion 7 : NH — N H/N. Wegen

nhN = h(h"'nh)N = hN = o(h)
EN

fir h € H und n € N ist o surjektiv. Ferner gilt kero = kerm N H = N N H. Damit liefert
Korollar 1.5.3 das Gewiinschte. Weiter ist damit N N H = ker o ein Normalteiler von H.

O]

Bemerkung 1.5.6. Da N ein Normalteiler von G ist, gilt Nh = hN fiir alle h € H und damit
NH = HN. Ist zuséitzlich H ein Normalteiler von G, so ist auch NH = HN ein Normalteiler von
G.

1.6 Produkte von Gruppen

Es sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler von G und H C G eine Untergruppe. Wir haben ge-
sehen, dass dann NH = HN eine Untergruppe von G. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns
mit der Untersuchung dieser Gruppe und allgemeiner dem endlichen Produkt von Normalteilern.
Dazu halten wir zunédchst einige Beobachtungen fest.

(1) Es gilt zwar NH = HN, das heifdt aber nicht, dass nh = hn fiir allen € N und h € H gilt,
selbst wenn N und H abelsch sind (siehe ﬂbung).
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(2) Wir haben im Beweis von Satz 1.5.5 gesehen, dass (nihi)(n2he) = nl(hanhfl)(hlhg) mit
nl(hlnghfl) € N und h1hy € H gilt. Im Allgemeinen ist diese Darstellung nicht eindeutig.
Mit der Zusatzannahme N N H = {e} folgt aus nh = n'h’ die Gleichung (n')"'n’ = W'h~! €
N N H = {e}. Das heifit n = n’ und h = 1’ und die Darstellung ist eindeutig.

(3) Sind N und H endlich, so ist N H endlich und nach Satz 1.5.5 gilt
H/(NNH)>= NH/N.
IN|IH]

Mit dem Satz von Lagrange folgt [NH| = ;5 -
Ordnung |N||H|, wenn N N H = {e} gilt.

Die Gruppe N H ist also genau dann von

Definition. Es sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler und H# C G eine Untergruppe. Wir
sagen, dass G das semidirekte Produkt von N und H ist, falls

(1) NH =G, und
(2) NNnU = {e} gilt.

In diesem Fall schreiben wir G = N x H”.

Beispiele. (1) Sein > 3. Wir betrachten den surjektiven Homomorphismus sgn: 8,, — ({£1},-).

Der Satz von Lagrange zusammen mit Korollar 1.5.3 liefert |A,| = | kersgn| = % = %‘

Es sei 7 € §,, die Abbildung die nur 1 und 2 vertauscht, dann gilt (7) N A,, = {id} und
Beobachtung (3) zeigt | A, (7)| = |Ay| - [(7)| = n! = [8,], also A, x (7).

(2) Essein € N. Wir betrachten den Vektorraum R" zusammen mit dem Standardskalarprodukt
(z,y) = > 1 z;y;. In der linearen Algebra betrachtet man die Gruppe der Isometrien

Iso(R") = {f: R" — R" |V 2,y € R": ||p(x) — (y)]| = |l — l[}.
Diese enthilt die Untergruppe der orthogonalen Abbildungen
O(R") = Iso(R"™) N Homg (R"™, R™)
und die Gruppe der Translationen
T(R") = {70 | a € R"},
wobei 7,: R — R™; z +— a + z. Es gilt Iso(R") = T(R"™) x O(R") (vergleiche [5, (9.7.9)]).
Eine besonders einfache Beschreibung der Untergruppe NH C G ergibt sich, wenn N N H =

{e} gilt und sowohl N als auch H Normalteiler sind. Wir diskutieren im Folgenden direkt den
verallgemeinerten Fall.

"Das Zeichen x deutet an, dass N in G normal ist. Da HN = NH = G gilt, wird das semidirekte Produkt auch
manchmal als H x N = @ notiert.
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Definition. Es seien (i1, ..., G, Gruppen (nicht zwangsweise Untergruppen einer gemeinsamen
Gruppe), dann erhilt das kartesische Produkt [ ; G; = G1 x G2 x --- x Gy, die Struktur einer
Gruppe durch

(1, ) - Y1y ooy Un) = (T1YL, -+ oy TpYn).
Diese Gruppe nennt man das (du8ere) Produkt der Gruppen Gy, ...,G,.8

Lemma 1.6.1. Es sei G eine Gruppe mit Normalteilern Gy, ..., G, < G.

(1) Gilt G;N\G; = {e} fiiralle i # j, so ist die (surjektive) Abbildung

n
p: HGi—>G1G2"'Gn;(917-~-agn)'_>9192"'gn

i=1
ein Homomorphismus.

(2) Gilt
G; N (Gq-- -Gj_1Gjp1 - - Gr) = {e}fiir allej € {1,...,n},

so ist o ein Isomorphismus.

Beweis. Als Produkt von Normalteilern ist G; G2 ein Normalteiler von G (Ubung). Induktiv, folgt
dass G1Gy - - - G,, ein Normalteiler von G ist.

(1) Esseieni # j € {1,...,n} und = € G;, y € G;. Dann gilt aufgrund der Normalitdt beider
Gruppen zyz~! € Gj und yz~'y~! € G;. Wir erhalten

zyz ly Tt =a(yr Tty ) = (ayry Tt € Gin Gy = {e},
—— ——

€G; €G,
das heifst
(*) xy=yz.
Nach Definition von ¢ und G1G> - - - G, ist ¢ surjektiv. Es gilt fur alle (g1, ..., gn), (h1,...,hpn) €
[[im Gi:

©((g1,-- -5 9n) (M1 - b)) = @(g1h1, - -, gnhn) = (g1h1)(g92h2) - - - (gnhn)

(%)
= (9192 - gn)(haha -+ hp) = (g1, - gn)p(ha, .. ).
Also ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Esseieni # j € {1,...,n}.Nach Voraussetzung gilt G;NG; C G;N(G1 - Gj—1Gjq1---Gp) =
{e}. Damit ist (1) anwendbar. Es sei = (g1, ..., gn) € ker¢. Dann gilt fiir j € {1,...,n}

_ _ _ (x) _
9" =g o) = g7 (192 gn) = 95 (95 - 91 gj—195+1 "~ 9n)

Es folgt « = efr_ ¢, und damit ker ¢ = {e»_ ¢, }. Also ist ¢ ein Gruppenisomorphismus.

8Bemerke, dass fiir j € {1,...,n} die Menge
N; = {6G1} X X {eGj—l} X Gj % {eGj+1} X X {ecn}

ein Normalteiler von G := ]}, G; istund G = N1 N3 - - - N, sowie N; N (Ny--- Nj_1Njq1--- Ny) = {eg} gilt.
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Korollar 1.6.2. Es sei G eine Gruppe, n € N>9 und Ny, No, ..., Ny < G endliche Normalteiler mit
ggT(\Ni\, ‘NJ’) = lfﬁl’i 75 j Dann gllt N1N2 °oo Nn = ?:1 NZ‘.

Beweis. Es seien ¢ # j € {1,...,n}. Dann ist N; N N; eine Untergruppe von N; und N;. Der Satz
von Lagrange zusammen mit der Voraussetzung liefert V; N IV; = {e}. Nach Lemma 1.6.1 ist die
Abbildung

n
p: HNi —> NiNg--- Ny (z1,...,2n) — 2122+ -~ Ty,
i=1
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Essei j € {1,...,n} und U := Ny x Ny x --- X N;j_1 X
{e} X Njy1 x -+ x Ny. Dann gilt o(U) = Ny --- Nj_1Nj41 - - - Np. Nach dem Homomorpiesatz gilt

damit
U]

’ J J+ n’ ’ 30’ ‘ ‘keI'QO‘U’

alsoist [Ny -+ Nj_1Nji1 -+ Ny| ein Teiler von |U| = []},; |N;|. Damit sind
|Njlund [Ny -« Nj_1Njy1 - Ny

teilerfremd nach Voraussetzung und der Satz von Lagrange liefert N;N\(Ny -+ N;_1Njp1--- Ny) =
{e}. Nun wenden wir Lemma 1.6.1 an. O

1.7 Operationen von Gruppen und die Klassengleichung

Definition. Sei G eine Gruppe, X # @ eine Menge. Eine Abbildung
GxX—X; (g,2) = gx
heifdt Operation von G auf X, falls gilt:
(1) g.(h.x) = (gh).x furalleg,h € G,z € X,
(2) eex =x furallez € X.
In diesem Fall nennen wir X eine G-Menge.

Beispiele. (1) Die Gruppe §,, operiert auf der Menge X := {1,...,n} durch Anwendung, das
heifst
o.i:=o0(i) furalleo € §,,i¢c X.

(2) Sei G eine Gruppe. Dann wird durch
g.x:=gx faralleg,x € G
eine Operation von G auf G definiert (Operation durch Linksmultiplikation).
(3) Sei G eine Gruppe. Dann wird durch
g.x:=grg ' firalleg,z € G

eine Operation von G auf G definiert. (Operation durch Konjugation)
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Lemma 1.7.1. Sei G eine Gruppe, X # @& eine Menge.

(1) IstGxX — X ; (g9,x) — g.x eine Operation von G auf X, soist p : G — 8x ; ¢(g)(z) =
g.x ein Homomorphismus.

(2) Ist ¢ : G — 8x ein Homomorphismus, so definiert
GxX —X; (g,2) = gx:=¢(g)(z)

eine Gruppenoperation.

Beweis.

(1) Fiirjedes g € G ist
o(g): X — X2 g

eine Abbildung. Es ist p(e) = idx. Weiter gilt fiir alle g, h € G,z € X:
(x)  @(gh)(z) = (gh).x = g.(h.z) = [p(g) o p(h)](x).

Insbesondere folgt p(g) o p(g71) = p(e) = idx = ¢(e) = (g7 !) o p(g). Damit erhalten wir
©(g) € 8x fiir jedes g € G. Zudem zeigt (), dass ¢ ein Homomorphismus ist.

(2) Analog.
O

Bemerkung 1.7.2. Der vorherige Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Cayley: Betrachten
wir die Operation von G auf G durch Linksmultiplikation, so erhalten wir den Homomorphismus
p: G — 8¢ aus Proposition 1.4.3. Im Allgemeinen muss der Homomorphismus ¢: G — 8x
nicht injektiv sein, wie die Operation einer abelschen Gruppe durch Konjugation auf sich selbst
zeigt. In diesem Fall ist ¢(g) = id¢ fuir alle g € G, also ker ¢ = G.

Definition. Sei X eine G-Menge, x € X. Dann heifst
Gr:={gzx | geG}CX
die Bahn von z. Weiter ist
Gy :=Stabg(z) :={9€G | gr =2} CG
eine Untergruppe von G, der Stabilisator von z. Man schreibt
X/G:={Gx | z € X}

tir die Menge der Bahnen.
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Bemerkung 1.7.3. Es sei X eine G-Menge. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf X x X durch
r~y s Gr=Gy.

Die Aquivalenzklassen sind genau die Mengen G.z mit « € X. Insbesondere gilt fiir z,y € X ent-
weder G.2 = G.y oder G.zNG.y = @. Wir nennen eine Teilmenge R C X ein Reprasentantensystem
der Bahnen, falls

X = U G.x

TER

und G.z # G.y fiir alle x # y € R gilt. Wir schreiben dann auch kurz X = | | ., G.2. Nach obiger
Uberlegung lasst sich stets ein Repréasentantensystem der Bahnen finden.

Als erste Anwendung von Gruppenoperationen geben wir nun einen formalen Beweis fiir ein
Resultat, das bereits in der Linearen Algebra behandelt, aber nicht bewiesen wurde (siehe [5,
(3.3.4)]). Sei n € N eine Menge, o € 8,, eine Permutation. Dann heifst

supp(o) :={i e {1,...,n} | o(i) #1i}

der Triger von o. Ist | supp(c)| = m > 2 endlich und existiert a € supp(c) mit supp(c) = {o'(a) |
0 < i < m — 1}, so nennt man o einen m-Zykel und m die Linge von . Die 2-Zyklen von §,, wer-
den auch Transpositionen genannt. Sind ay, ..., a, € {1,...,n} (m > 2) paarweise verschiedene
Elemente, so bezeichnet (ay, ..., ay) den durch

a Jfallsa & {a1,...,am}
(a1,...,am)(a) =< a;y1 ,fallsa=aq;flireinl <i<m-—1

aq falls a = a,,

definierten m-Zykel.

Bemerkung 1.7.4. Wir nennen Permutationen o, 7 € §,, disjunkt, falls supp(o) N supp(r) = @ gilt.
Sind o und 7 disjunkt, so gilt 0 o 7 = 7 0 ¢ und supp(c o 7) = supp(o) U supp(7).

Satz 1.7.5. Sein € N.
(1) Ist o # id € 8y, so gibt es Zyklen o1, . . ., oy mit
¢
og=o010---00y und supp(o) = |_| supp(o;).
i=1

Diese Darstellung ist bis auf Reihenfolge eindeutig.
(2) Sind ay,...,a; € {1,...,n} paarweise verschieden, so gilt

oof(ay,...,a;)o0 ' = (o(ar),...,o(a)) fiiralleo € §,.

(3) Die Gruppe 8,, wird von der Menge {(1,2),(1,3),...,(1,n)} erzeugt.
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Beweis.

(1) Sei o # id € §,,. Wir definieren die Untergruppe {id, o, . .. ,aord(a)_l} = (o) =:U C §,, und
betrachten die Operation (es handelt sich um die Einschrankung der Operation von §8,, auf

{1,...,n})

Ux{l,....,n} —{1,...,n};(c?,i) = o7 (i).

Esseia € {1,...,n}. Dann existiert 1 < r, < ord(c) minimal mit 0™ (a) = a. Damit gilt fiir
die Bahn U.q, dass |U.a| = r, und

Ua={a,o(a),...,0" a)}.

Wir wihlen ein Reprasentantensystem ay, ..., an, € {1,...,n} der Bahnen, d.h. {1,...,n} =
L%, Ua;. EsseiJ :={j € {1,...,m} | |U.qaj| > 1}.Es gilt J # &, da o # id. Nach Umnum-
merierung konnen wir J = {1,...,¢} mit 1 < ¢ < m annehmen. Esseia € {1,...,n}. Wir
finden ein eindeutiges Element j € {1,...,m} mit a € U.a; und erhalten U.a = U.a;, also

a¢gsupp(o) & o(a)=a=Ua={a} ©Ua;={a} & Uaj={a;} ©|Ugj|=1j¢J
Das heift supp(o) = U§:1 supp(oj) = U§:1 U.a;. Fiir j € J definieren wir

0 = (aj,0(aj),02(aj),...,0"% (aj)) € 8.

Nach Konstruktion gilt supp(c;) = U.a;j. Es sei 7 = 01 0 03 0 - - - 0 4. Nach Bemerkung 1.7.4
spielt die Reihenfolge keine Rolle und es gilt

¢ ¢
supp(7) = U supp(o;) = U U.a; = supp(o).
j=1 j=1

Ist a € supp(o), so gibt es also genau ein j € J mit a € supp(c;) = U.a;. Nach Definition von
oj giltoj(a) = o(a). Weiter gilt 0;(a) = a fur i € J \ {j} und wir erhalten

(@) =[oj0 ] ail(a) = 05(a) = o(a).
ieJ\{j}
Wegen supp(7) = supp(o) impliziert dies o = 7.
Istnun o = 71 0 - - - o 7}, eine weitere derartige Zerlegung, so ist {supp(7;) | @ € {1,...,k}}
die Menge der Bahnen in {1,...,n}/U mit mindestens 2 Elementen. Insbesondere gilt k = ¢
und es existiert eine Bijektion f: {1,...,¢} — {1,..., k} mit supp(o;) = supp(7y(;)) fiir alle
i€{l,...,0}.Seii € {1,...,£} und a € supp(0;) = supp(7y;)). Dann gilt
0;0(010+++0071004410::00¢) =0 = T3 © (T1 0+ O Tf(;)—1 O Tf(i)41° " O Tp)
und damit

oi(a) = oi((010- - -00;_100; 110 - -00¢)(a)) = Ty ((T10" - 0Ty _10T(y410" - -0Te) (@) = Ty (a).

Trivialerweise gilt 0;(b) = 75(;)(b) fiir alle b ¢ supp(c;) = supp(7y(;)) und damit o; = 74;).
Dies liefert die Eindeutigkeit der Zerlegung.
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(2) Seiz € supp(o o (ay,...,a;) oo t). Dann gilt [0 o (ay,...,a;) o 0! (z) # z und somit

[(ay,...,a;) 00 Y (x) # o ().

€ {ai,...,a;} und =z € o({a,...,a:}). Wir erhalten damit supp(c o

Dies bedeutet 0! (x)
={o(a1),...,0(at)} sowie

(alv <o 7at) 00—71)

[00(a1,...,a) 00 Y (o(a;)) = o(ajy1) Lfallsj <t
o(ar)  Lfallsj=t.
Dies bedeutet o o (a1,...,a;) o0~ = (o(a1),...,0(ar)).

(3) Die Behauptung ist klar fiir n = 2. Sei daher n > 3. Es sei T' C §,, die Menge der Transposi-
tionen. Ist (a1, ..., a;) ein t-Zykel, so gilt fiir ¢t > 3

(at,...,ar) = (a1,...at—1) o (ar—1,az).
Induktion nach ¢ liefert (ay, ..., a;) € (T) und (1) impliziert damit 8,, = (T).
Seiennun 1 < i< je{l,...,n}. Aus (2) folgt
(1,4) o (1,5) o (1,4) = (4, ),
und somit T C ({(1,4) | i € {2,...,n}}). Mithin haben wir 8, = ({(1,7) | i € {2,...,n}}).
U
Beispiele.
(1) Esgilt 89 > (1,2,3,4)(4,5,1,3)(7,5,8)(1,2) = (1,3)(2,4,5,8,7)(6)(9) = (1,3)(2,4,5,8,7)°.
(2) Es gilt fiir i # j ungleich 1 die Gleichung (1,4)(1, j)(1,7) = (i, ) und damit
(1,2,4,5,8,7) = (1,2)(2,4)(4,5)(5,8)(8,7)
= (1,2)[(1,2)(1,4)(1, 2)][(1, 4) (1, 5)(1, HI[(1, 5) (1, 8)(1, 5)][(1, 8) (1, 7)(1, 8)].

(3) Nach Satz 1.7.5(2) sind je zwei Zyklen gleicher Liange zueinander konjugiert.

Lemma 1.7.6 (Bahnformel). Sei X eine G-Menge und x € X.

(1) Die Abbildung
| G/Gy, — Gux
1l 9G. — gz

ist bijektiv.

(2) Ist G endlich, so ist |G.x| ein Teiler der Gruppenordnung und es gilt |G| = |G.z| - |G4|.

Beweis.

“Wir verzichten ab jetzt auf das Symbol o fiir die Komposition.
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(1)

(2)

Wir zeigen zundchst, dass ¢ wohldefiniert ist. Seien g,h € G mit ¢G; = hG,. Dann gilt
g~ 'h € G, und somit (g~ 1h).z = x. Also folgt

gx=gllg~'h).x] = (g(¢~'h)).x = h.a.
Seien nun g, h € G mit p(9G,) = ¢(hG;) gegeben. Dann gilt g.x = h.xz und daher
(g ') x=gt(ha)=g " (g2)= (g7 '9)r=cax =21

Damit haben wir g~ 'h € G, und somit ¢G, = hG,. Die Abbildung ¢ ist also injektiv.

Die Surjektivitdt von ¢ folgt unmittelbar aus der Definition.

Dies folgt unmittelbar aus (1) und dem Satz von Lagrange.

O]

Beispiele. (1) Die wichtige Erkenntnis aus der Bahnformel ist, dass fiir eine endliche Gruppe

(2)

)

G die Michtigkeit der Bahn G.oz C X ein Teiler der Gruppenordnung ist. Operiert also eine
Gruppe der Ordnung 49 auf einer Menge der Ordnung 40, so gilt entweder |G.z| = 1 (das
heifit g.o = z fiir alle g € G) oder |G.z| = 7, da auch |G.z| < | X| = 40 gilt.

Die Gruppe §,, operiert auf {1, ...,n} durch Anwendung. Wir berechnen die Bahn §,,.n von
n. Mit (1,n),(2,n),...,(n — 1,n),id € §, gilt {1,...,n} C §,.n C {1,...,n}. Damit gilt
Sp.n={1,...,n} und die Bahnformel liefert

o 8al 1S n!

[Stabs, ()] = |(Su)al = 1 - = = = (=D)L

Es sei o € Stabg_(n). Dann ist 0(n) = n und damit (i) € {1,...,n — 1} fir alle i # n. Das
heifit die Restriktion der Operation liefert eine Operation

Stabg (n) x {1,...,n—1} — {1,...,n—1};(0,i) — ¢(0)(i) = ().
Nach Lemma 1.7.1 erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus
@: Stabg, (n) — 8p—1;0 — 0.0 = o(i).

Ist o € kerg, so gilt o(i) = i firallei € {1,...,n — 1} und o(n) = n zeigt o = idgy . p)-
Damit ist ¢ injektiv. Da | Stabg, (n)| = (n — 1)! = [8,,—1] gilt, ist ¢ ein Isomorphismus, also
Stabgn (n) = 5n—1~

Wir verallgemeinern das vorherige Beispiel. Es sei & € N mit 1 < k < n. Die Gruppe 8,
operiert in natiirlicher Weise auf der Menge

X ={TC{l,....n}||T| =k}

der k-elementigen Mengen von {1,...,n} durch 0.7 := o(T) = {o(t) | t € T'}. Wir betrach-
ten die Teilmenge S := {1,...,k} € X.Ist T = {t1,...,tx} € X ein weiteres Element, so
finden wir o € §,, mit 0.5 = T'. Das heifit X = §,,.S. Es ist Stabg _(S) = {o € 8, | 0(5) = S}
und die Abbildung

o(i) ,fallsl1<i<k

18k X 8 nt — Stabg (S); (o, 7) — ,7)(1) =
POk {htLn abs,,(5); (0,7) = (o, T)(0) {T(i) Jallsk+1<i<n
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ist eine Bijektion. Wir schlieffen mit der Bahnformel und dem Satz von Lagrange

|85 85| n! <n>
X| = 18,.5] = |8,/ Stabs,, (S)| = = = = .
X1 = 18081 = 180/ 8tabs. (9)] = 1 (8] = 18 Sgprtml K=k \k
Definition. Sei X eine G-Menge. Dann heifst
XC={reX |VgeG:gr=uz}
die Menge der Fixpunkte von X.
Satz 1.7.7. Sei X eine endliche G-Menge. Dann gilt
X=X+ Y [G:G.)
G.2eX/G,|G.x|#1
Beweis. Wegen = € G.x gilt
reX®eGr={z}o|Gz|=1.
Mit X =[ | sex/c G-x folgt also
X¢ = |_| G.x
G.zeX/G,|G.z|=1
und Lemma 1.7.6 impliziert
1X| = |X%] + > G.x| = | X% + > G Gal,
G.2€X/G,|G.a|#1 G.2€X/G,|G.x|#1
wie behauptet. O

Definition. Operiert G’ auf G durch Konjugation so heifit Zg(z) := G, = {9 € G | gv = zg}
der Zentralistor von z in G. Ferner nennt man Z(G) := G = {x € G | Vg € G: gz = zg} das
Zentrum von G.

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1.7.7 ist die sogenannte Klassengleichung:

Korollar 1.7.8 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt

Gl=12(@)+ ) [G:Zg()):

|G.al#1
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Beispiel (A Necklace Problem). Es seien n, m € N. Wir farben die Zellen eines farblosen Gliicksrads
R mit m Zellen ein (siehe Figur 1.2). Dazu stehen uns n verschiedene Farben zur Verfiigung.

AVARN-AVA
VAVERVAY

Abbildung 1.2: Farbloses Gliicksrad R mit m = 6 Zellen und eine mogliche Farbung.

Im Folgenden untersuchen wir die Frage, wie viele bunte Gliicksrdder wir auf diese Weise er-
halten.
Zwei Einfarbungen von R ergeben dasselbe farbige Gliicksrad, genau dann, wenn sich eine Farbung
durch Drehung aus der anderen Farbung um ein Vielfaches von 26°° ergibt (siehe Figur 1.3).

m

AVARNAVARNAVA
VAV ERVAVERVAY

Abbildung 1.3: Drei verschiedene Einfirbungen von R. Nur die ersten beiden Einfarbungen be-
schreiben dasselbe bunte Gliicksrad.

Wir formulieren diese Fragestellung algebraisch. Dazu nehmen wir an, dass R in R? um den
Nullpunkt zentriert ist. Es sei G die n-elementige Drehgruppe die von der Drehung o im R? um
3%00 erzeugt ist. Wir bezeichnen mit X die Menge der mdoglichen Farbungen von R. Die Gruppe
G wirkt in natiirlicher Weise auf X und die Anzahl der Bahnen ist genau die Anzahl der verschie-
denen bunten Gliicksrdder, die wir erhalten kénnen. Wir sind also an der Méachtigkeit von X/G
interessiert. Wir wollen die Zahl im Spezialfall m = p € P Primzahl.

Zunéchst gilt | X| = nP, da wir bei jeder Zelle die Wahl zwischen n Farben haben. Sei » € X¢
ein Fixpunkt. Dann gilt insbesondere o.x = z. Damit haben je zwei benachbarte Zellen von x
dieselbe Farbe. Damit sind die Fixpunkte genau die einfarbig gefdrbten Gliicksrdder und somit
gilt | X% = n. Seinun G.x € X/G mit |G.x| # 1. Dannist 1 # |G.z| = |G/G,.| = [G : G,] ein Teiler
der Gruppenordnung |G| = p und somit [G : G| = p. Wir schlieen mit Satz 1.7.7

n =X =X Y GG = X+ (1X/G] = [XDp = n+ (1X/G —n)p
G.zeX/G;|G.x|#1
und somit
n’ +np—n

[ X/G| =

Dieses Beispiel zeigt, dass sich bei Gruppenoperationen einige Untersuchungen vereinfachen konnen,
wenn G eine Gruppe von Primzahlordnung ist. Im ndchsten Abschnitt widmen wir uns dem sys-
tematischen Studium von Gruppen deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist.
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2 Strukturtheorie endlicher Gruppen

2.1 p-Gruppen

Definition. Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G heifit p-Gruppe, falls es ein n € Ny mit
|G| = p" existiert.

Korollar 2.1.1. Sei p eine Primzahl und G # {e} eine p-Gruppe.
(1) Dann gilt Z(G) # {e}.
(2) Gilt |G| = p?, so ist G abelsch.

Beweis.
(1) Wir betrachten die Operation von G auf G durch Konjugation. Es sei 2 € G mit |G.z| # 1. Da
(G : Zg(z)] = |G.x| # 1 ein Teiler der Gruppenordnung p" ist, gilt [G' : Zg(x)] = 0mod(p)'.
Wir schliefSen mit der Klassengleichung
12(@) = 1Z2(@)|+ Y G Za(x)] = |G| = p" = 0mod(p).
|G.2]#1

Mite € Z(G) und p | |Z(G)| folgt Z(G) # {e}.

(2) Nach (1) und dem Satz von Lagrange ist | Z(G)| € {p, p*}. In den Ubungsserien (Aufgabe 14)
wurde gezeigt, dass G/Z(G) nicht zyklisch ist. Da Gruppen von Primzahlordnung zyklisch
sind, folgt |G/Z(G)| # pund damit |Z(G)| = p?, d.h. Z(G) = G.

O]

Auf analogem Weg, lasst sich das folgende Resultat beweisen.?

Lemma 2.1.2. Es sei G eine p-Gruppe. Ist X eine endliche G-Menge, so gilt

| X| = ]XG\ mod(p).

Beweis. Nach 1.7.7 gilt
(+) 1X]=1X%+ > [G:Gal.
|G.2[#1
Wegen 1.7.1 erhalten wir |G.z| = [G : G,] und nach Voraussetzung damit p|[G : G,] fur |G.z| # 1.
Nun liefert (x) die Behauptung. O

'Wir schreiben m = nmod(¢) fir m,n, £ € Z, £ # 0, falls £ | (m — n), das heifit bei Division mit Rest durch £ besitzen
m und n denselben Rest.
*Korollar 2.1.1 lasst sich auch aus Lemma 2.1.2 herleiten, da G auf G'\ {e} durch Konjugation operiert.
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2.2 Die Satze von Sylow

Ist G eine endliche Gruppe, so wissen wir nach dem Satz von Lagrange, dass fiir jede Untergruppe
U von G die Ordnung |U]| ein Teiler von |G| ist. Es ist daher natiirlich folgende Fragestellungen zu
untersuchen:

¢ Existiert fiir einen Teiler ¢ von |G| stets eine Untergruppe der Ordnung ¢?

¢ Sind gegebene Untergruppen derselben Ordnung isomorph (also strukturgleich)?

Beispiele. (1) Wir definieren V} := {id, (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4),(1,4)(2,3)} C 84. Direktes Nach-
rechnen zeigt, dass V; eine Untergruppe von 8, ist. Weiter besitzt jedes Element o € V;\ {id}
Ordnung 2. Damit ist V nicht zyklisch. Die Gruppe ((1,2,3,4)) C 84 hingegen ist zyklisch
und von Ordnung 4. Damit enthélt die §, mindestens zwei Untergruppen der Ordnung 4,
die nicht isomorph sind.

(2) Angenommen die alternierende Gruppe A4 < 84 von Ordnung 12 enthélt eine Untergruppe
U C A4 von Ordnung 6. Da A, alle acht 3-Zyklen der 84 enthilt, gibt es mindestens einen
3-Zykelin o € A4\ U.Es gilt |(0)| = 3und U N (¢) = {id} nach dem Satz von Lagrange. Wir
betrachten die Abbildung

p: U x (o) — Ay; (x,y) — xy.

Gilt p(z1,y1) = @(x2,y2), so folgt x1y1 = x2ys, also x;lxl = ygyfl € Un{o) = {id}. Das
heiit 21 = z2 und y; = yo. Damit ist ¢ injektiv. Dies ist ein Widerspruch, da |U x (o)| =
6-3>12 = |Ayl.

(3) Ist G zyklisch und d | |G| ein Teiler der Gruppenordnung, so existiert nach Satz 1.3.2 eine
Untergruppe der Ordnung d.

Definition. Sei G eine endliche Gruppe.

(1) Sei p € N eine Primzahl mit |G| = p™q¢ und p t ¢. Eine p-Untergruppe S C G heifsit Sylow
p-Untergruppe, falls | S| = p™ gilt.

(2) Es sei mit Syl,(G) die Menge der Sylow p-Untergruppen von G bezeichnet.

Beispiel. Es sei G eine Gruppe der Ordnung 360 = 23 - 32 - 5. Eine Untergruppe U von G ist eine
Sylow 2-Untergruppe falls [U| = 23 = 8 gilt.

Satz 2.2.1 (Die Sylowschen Satze”). Sei G eine endliche Gruppe, p € N eine Primzahl mit |G| =
p™q und p { q. Dann gilt:

(1) Fiir jedes n € {1,...,m} gibt es eine Untergruppe H C G mit |H| = p™.

(2) Ist H C G eine p-Untergruppe und S C G eine Sylow p-Untergruppe, so gibt es g € G mit
gHg™' C S (& H C g=1Sg). Insbesondere ist H in einer Sylow p-Untergruppe enthalten.

“Es gibt einen weiteren Satz von Sylow der Aussagen iiber | Syl ,(G)| macht.
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Beweis.

(1) Fiir m = 0ist nichts zu zeigen; wir nehmen daherm € Nan.Seil <n <mund{:=m—n €
No. Wir betrachten die Menge

X ={SC G| =p"F
der p" elementigen Teilmengen von G. Es operiert G auf X durch
GxX— X,(9,5) —g.5:={gs|seS}

Es sei o := p’q. Dann gilt (siche Aufgabe 5 (die Aussage gilt trivialerweise fiir o = 1.))

et (9] (12)] i -

Insbesondere gilt p**! { |X|. Da X die disjunkte Vereinigung seiner Bahnen ist, existiert
daher ein S € X mit p**! { |G.S|, d.h. m,(|G.S|) < ¢. Wir setzen U := Stabg(S) € G und
erhalten eine Operation

UxS— S, (u,s)— u.s =us.

Sei s € S, dann ist die Abbildung U — U.s,u — u.s eine Bijektion, da {s},U € G.Da S
disjunkte Vereinigung der Bahnen ist, existiert k¥ € N mit p” = |S| = k|U|. Insbesondere ist
|U| ein Teiler von p™. Andererseits liefert die Bahnformel

Gl = |Staba(S)] - 1G.S| = [U] -GS
und damit m,(|U|) = my(|G|) — my,(|G.S|) > m — £ = n. Insgesamt gilt also |U| = p".

(2) Sei H C G eine p-Untergruppe. Nach (1) gibt es eine Sylow p-Untergruppe S C G. Wir
betrachten X := G/S sowie die Operation H x X — X ; (h, ¢S) — hgS (dies ist wohldefi-
niert). Nun liefert Lemma 2.1.2:

G
XM = |X] = G/S| = ||5|| — ¢ % 0mod(p).

Das heifit X # @ und es existiert ¢ € G mit hg~'S = ¢g~'S fiir alle h € H und damit
ghg™!' € S, das heifit gHg~! C S.

O]

Die folgenden Sétze zeigen exemplarisch, wie man mit Hilfe der Sylowschen Sétze Einblicke in
die Struktur endlicher Gruppen gewinnen kann.

Korollar 2.2.2. Sei i eine endliche Gruppe, p € N eine Primzahl. Sind S, T € Syl ,(G), so gibt es
g € Gmit T = gSg~1. Insbesondere sind alle Sylow p-Gruppen isomorph und eine Sylowgruppe
S € Syl (G) ist ein Normalteiler von G genau dann, Syl,(G) = {S} gilt.

3Gemeint sind hier Teilmengen (nicht Untergruppen) von G mit p™ Elementen.
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Beweis. Es sei g € G. Da Konjugation ¢,: G — G2 — grg~! ein Automorphismus (also ins-

besondere bijektiv) ist, ist gSg~! = ¢,(S) eine Untergruppe der Ordnung |S|. Damit gilt gSg~! €
Syl (G).

Nach dem Satz von Sylow existiert ein z € G mit zSz~! C T. Mit |S| = |T| folgt xSz~! = T.
Weiter gilt damit die Aquivalenzkette

Syl,(G) = {S} < gSg~' = Sfiralleg e G« S<G.

Korollar 2.2.3. Sein € N>4 und S € Syly(8,,). Dann ist S nicht zyklisch.

Beweis. Wir betrachten erneut die nicht zyklische Untergruppe
Vi = {id, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} C 8.

der Ordnung 22. Nach Satz 2.2.1(2) existiert eine Sylow 2-Untergruppe 7" von §,, die V; enthdlt.
Damit ist 7" nach Satz 1.3.2 nicht zyklisch. Weiter liefert Korollar 2.2.2 uns 7" = S. Damit ist auch
S nicht zyklisch. ]

2.3 Endliche abelsche Gruppen

Wir haben gesehen, dass jede Gruppe der 4 = 22 abelsch ist und, dass €4 und €2 x Cy nicht
isomorphe Gruppe der Ordnung 4 sind. Es stellt sich die Frage, ob noch weitere Isomorphietypen
existieren, die wir tibersehen haben. Am Ende des Abschnittes werden wir verstehen warum €4
und C; x Gy die einzigen Isomorphietypen fiir Gruppen der Ordnung 4 sind. Allgemeiner werden
wir in der Lage sein fiir jede vorgegebene Ordnung n die Anzahl der Isomorphieklassen abelscher
Gruppen mit Ordnung n zu bestimmen.

Definition. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und ¢ € N. Dann ist G(£) := {¢* | g € G} eine
Untergruppe von G.

Beispiel. Es sei n € N und C,,, dann ist ¢ := e’ ein zyklischer Erzeuger von €,,. Es sei / € N.
Dann gilt
Ca() ={(¢M)" |2 € Z} ={(¢") | 2 € Z} = (¢").

Insbesondere gilt fiir 1 </ < nmit/ |n,dass 7 € Nund C,(¢) = <C£) = (e

2

% ), das heif3t

Ca(f) = Ca.

3

Bemerkung 2.3.1. Aus Notationsgriinden fithren wir die restlichen Beweise in diesem Abschnitt
mit den Gruppen (C,, -) fiirn € N. Da (Cy,, -) = (Z/(n), +) gilt, konnen die Resultate auch mit den
additiv geschriebenen Gruppen (Z/(n),+) formuliert und genutzt werden.
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Satz 2.3.2. Es sei G # {e} eine abelsche p-Gruppe der Ordnung p". Dann existieren eindeutig

bestimmte Elemente k1 > ko > --- > ko > 1 mit G = Hle € ki

Beweis.

(1) Existenz der Zerlegung: Wir schreiben |G| = p™ und fithren Induktion nach n. Der Falln = 1
ist klar. Sei nun n > 1. Wir kdnnen stets annehmen, dass G nicht zyklisch ist. Wir wéahlen
in G ein Element maximaler Ordnung g, etwa ord(g) = p™ mit 1 < m < n. Dann existiert
eine Untergruppe U maximaler Ordnung mit U N (g) = {e}. Wir nehmen U - (g) # G an und
fithren diese Annahme zum Widerspruch.

Die Annahme liefert h € G \ U - (g). Wir wéhlen h mit minimaler Ordnung unter all diesen
Elementen. Dann ist ord(h) = p" mit 1 <r < m (da h # e). Es gilt
3. d(h) ord(h)
ord(h?) '2! o = < ord(h
() ggT(ord(h), p) p (*)
und damit #” € U - (g) aufgrund der Minimalitdt der Ordnung von h. Wir finden v € U und
¢ € Ng mit h? = u - g*. Es gilt

o — hpr _ (hp)pT71 Galﬁlsch up’r71 ) ggp'rfl

und damit g% = (u=1)?" € Un (g) = {e}. Nach Satz 1.3.1 gilt also ord(g) = p™ | £p" "
und damit p | £, dar—1 < m. Wir schreiben ¢ = k-pund erhalten (h-g~*)? = hP.g~¢ = u € U.
Weiter gilt h-g~* ¢ U,da h ¢ U-(g) (ansonsten wire h = (h-g~*)-g* € U- (g)). Maximalitat
vonU C (h-g~F) - U liefert (h- g=%) - U N {g) # {e}*. Wir finden a,b € Z und u € U mit

et g =(h-g")" u

Es folgt h® = u~!. gk*2 € U - (g). Die Annahme p | b liefert uns (h-g=*)" = ((h-g_k)p)% eU
und damit g* = (h- g~ %)® - u € UnN (g) = {e}, ein Widerspruch. Also gilt ggT (b, p) = 1 und
wir finden s, ¢ € Z mit 1 = sb + tp. Es folgt

b= WP = (W) (W) € U - (g).

Dies ist ein Widerspruch. Also gilt U - (9) = G. Da UN(g) = {e} gilt, konnen wir Lemma 1.6.1
anwenden und erhalten
G=U x <g> = U x Gord(g)

mit einer p-Gruppe U von echt kleinerer Ordnung. Nun wenden wir Induktion an.

(2) Eindeutigkeit: Wir fiihren Induktion tiber |G| = p". Der Fall n = 1 ist trivial. Es sei nun
n > 2. Wir betrachten zwei Zerlegungen von G wie in der Behauptung

4 4
[ley =c=Tem
=1 1=1

*Da G abelsch ist, ist jede Untergruppe ein Normalteiler und das Produkt von Untergruppen stets eine Untergruppe.
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Essei0<s</und0<t<{mitk;=1<1i>sundm; =1« i > t. Esfolgt

s A t
G = [T € () =[] €1+ und (o) = [] s (0) = [ s
=1 =1 =1

i=1

Es gilt |G(p)| < |G| und damit nach Induktionsvoraussetzung t = s und k; — 1 = m; — 1 fiir
1 <i<s=t.Esfolgt

s 14 s 4
[Iew x I eo=c=]]¢w x ] &
i=1 i=1

i=s+1 1=s+1

und damit ¢ = ¢ aufgrund der Michtigkeit beider Gruppen.

O
Definition. Es sei n € N. Eine Partition von n ist eine Folge x = (ki,...,k/) von natiirlichen
Zahlen mit k1 > ko > --- > ky > 1, sodass
n==Fk+k+---+k
gilt. Fiir eine Primzahl p € P und eine Partition k = (k1, .. ., k;) definieren wir die abelsche Gruppe

Cpr 1= Cppy X Cppg X - X Cpep = Z)(p*y x T/ (p™2) x - x T/ (p*e).

Beispiel. Es gilt 14641 = 11*. Nach dem vorherigen Satz korrespondieren die abelschen Gruppen
dieser Ordnung (bis auf Isomorphie) zu den Gruppen Ci;~, wobei x eine Partition von 4 ist. Die
Partitionen von 4 sind (4), (3,1),(2,2), (2,1,1), (1, 1,1, 1). Bis auf Isomorphie existieren also genau
fiinf abelsche Gruppen der Ordnung 14641. Diese sind

Cri@w = €114, €y = €3 X €11, €22y = Cpp2 X €y,

Criean = Cpy2 x €11 X €11, G111 = €11 X €11 X €11 X Cp1.

Satz 2.3.3. Essei G # {e} eine abelsche endliche Gruppe und p1, . . . , p: die paarweise verschiedenen
Primteiler von |G| und S; € Syl,, (G) fiir 1 <i <t.

(1) Esgilt Syl, (G) = {S;} fiiralle 1 <i < t.
(2) Esgilt G = Sy x Sy x -+ x S;.

(3) Ist g € G ein Element maximaler Ordnung in G, so gilt ord(h) | ord(g) fiir alle h € G.

Beweis.
(1) Da G abelsch ist, gilt gSg~! = S fiir jede Sylowgruppe. Wir wenden Korollar 2.2.2 an.

(2) Da G abelsch ist, ist jede Sylowgruppe ein Normalteiler. Wir wenden Korollar 1.6.2 an und
erhalten 5152 - -+ S; = 51 x Sg x -+ - x Sp. Mit |S7 X Sa x -+ x S| = |G| folgt G = 5153 - - - S} =
S1 X Sg x -+ x 8.
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(3) Nach (2) und Satz 2.3.2, finden wir m € Nund ¢1,...,4, € N>o mit G = [, C;,. O.B.d.A.
nehmen wir Gleichheit an und wahlen Erzeuger Cy, = (g;). Es gilt k := ord((g1,...,9m)) <
ord(g) und

(6(3517--'a€(‘34m) =€Gg = (917"'7gm)k = (g]f77gfn)5
Das heifst gf = ee,, fir 1 <i < m.Esseiz € G. Wir schreiben = = (¢7*, ..., g%"). Es folgt
mk = ((g]f)ala ceey (grljz)am) = €G-

Nach Satz 1.3.1 folgt ord(z) | k. Anwendung auf = = g liefert ord(g) | k¥ und damit ord(g) =
k. Fur x = h folgt ord(h) | k = ord(g).

O
Korollar 2.3.4. Es sei G # {e} eine endliche abelsche Gruppe, p,...,p; paarweise verschiedene
Primzahlen und ny,...,n; € Nmit |G| = [[\_, p}*. Dann existieren eindeutige bestimmte Partitio-
nem Ki, ...,k VON Ny, ..., N mit

~
G = ep;ﬂ X (‘ngz X X prt.

Beweis.

(1) Existenz der Zerlegung: Nach Satz 2.3.3 existiert fiir jedes i € {1,...,t} genau eine Sylow
pi-Gruppe S; und G = S x Sy x - - - x Sy Jedes S; ist eine abelsche p;-Gruppe. Das heifdt wir
finden nach Satz 2.3.2 eine Zerlegung

£
Si=]]ew
=1

mit by > ko > - > Ky, > 1. Mltpf’ = |S| = pfl ~p§2-~p/1 = pi1+ bt folgt, dass

ki := (k1, ks, ..., ke,) eine Partition von n; ist.

2) Es seien k;, <" Partitionen von n; fiir 1 < ¢ < ¢t mit
(A

GPTI Xepgg X~~-Xep?t26p,¢1 ><e,{/2 X"-XGN;

1 P2 Py
und ¢ ein entsprechender Isomorphismus. Es sei i € {1,...,t}. Fir j € {1,...,t} seie; das
neutrale Element von Cri und € das neutrale Element von € <+ Da beide Gruppen abelsch
J pj
sind, sind

Ti==A{ei} x - x{ei—1} x Cpmi x {41} x -+ x {es},und

Ti/ = {61} X - X {81‘_1} X (‘Zpﬁ; X {eH_l} X - X {6t}6

k3

°Es gilt ee,, = 1 fiir alle n € N. Wir benennen die neutrale Elemente verschieden damit klar ist, in welcher Gruppe
wir uns befinden.
%Siehe vorherige Fufinote.
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die eindeutig bestimmten Sylow p;-Untergruppen der beiden Gruppen (siehe Satz 2.3.3). Da
ein Isomorphismus Sylowgruppen erhilt, folgt

Cpris 2T = p(Ti) =T/ =€ .

Anwendung von Satz 2.3.2 liefert nun «; = /.

Beispiel. Wir wollen (bis auf Isomorphie) alle abelschen Gruppen der Ordnung
263538 = 2' - 32 11*

bestimmen. Nach den vorherigen Ergebnissen miissen wir nur alle moglichen Partitionen von 1,2
und 4 bestimmen.

(1) 1 besitzt genau 1 Partition, namlich (1).
(2) 2 besitzt genau 2 Partitionen, namlich (2), (1, 1).
(3) 4 besitzt 5 Partitionen, namlich (4), (3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1).

Nach Korollar 2.3.4 gibt es damit genau 1 -2 -5 = 10 Isomorphietypen. Wir listen diese der
Vollstandigkeit halber:

Co1) X Cg2) X C (1), Co1) X C302) X Cyy(3,1), Co1) X C32) X C11(2,2), Co1) X C32) X Cy2,1,1), Co1) X Ca2) X Cyya,1,1,1),

Com) X C301,1) X Cqya), Co1) X Cq1,1) X C113,1), Co1) X Cq1,1) X €1 2,2y, Co1) X C1,1) X €1 2,1,1)5 Co1) X C301,1) X Cq1,1,1,1) -
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3 Grundlagen der Ringtheorie

3.1 Grundlegende Definitionen

Definition. Ein Ring R ist ein Tripel (R, +, -), wobei R # @ eine Mengeistund +,- : Rx R — R
Abbildungen sind, sodass folgende Axiome gelten:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0 und inversen Elementen —zx).
(2) (R, ) ist eine Halbgruppe (wir schreiben ab = a - b).

(3) a(b+c) =ab+ac ; (a+b)c=ac+ befiralle a, b, c € R (Distributivgesetze).

(4) Esexistiert1 € Rmitl-a=a=a-1 furallea € R.

Gilt zudem ab = ba fiir alle a,b € R, so nennt man R einen kommutativen Ring.

Beispiele. (1) Z,Q, R, C sind kommutative Ringe.

(2) Sind Ry, ..., R, Ringe, soist [[;* | R; ein Ring mit Operationen

(X1, yxn) + (Y1, ooy Yn) = (T1+ Y1, - s Ty + Yn)

und
(@1, 20) - (Y10 - Un) = (T1YL, -+, TnYn)-

(3) Es sei n € N. Die Menge der n x n-Matrizen Mat,(R) erhdlt mit der Matrizenaddition
und Matrizenmultiplikation die Struktur eines Rings. Der Ring ist genau dann kommuta-
tiv, wenn n = 1 gilt.

(4) EsseiV ein R-Vektorraum, dann erhilt die Menge der R-linearen Abbildungen Endg (V') die
Struktur eines Rings durch

(f+9)(x):= f(x)+g(x)und (f - g)(x) :== (f o g)(z) fiiralle f,g € Endg(V),z € V.

Definition. Sei R ein Ring.

(1) Eine Teilmenge S C R heifst Unterring von R, falls gilt
(i) S isteine Untergruppe von R beziiglich +,
(ii) ab € S furallea,b € S,
(iii) 1 € S.
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(2) Eine Teilmenge I C R heifdt Ideal, falls gilt
(i) I ist Untergruppe von R beziiglich +,
(ii) ax € Tund za € [ firallea € Rund z € I.

Lemma 3.1.1. Sei R ein Ring, I, J C R Ideale von R sowie (1)secn eine Familie von Idealen von R.
(1) > ypenLe = {2 sen ve | N C Aendlich,zy € I fiir alle £ € A'} ist ein Ideal von R.
(2) (yep Lo ist ein Ideal von R.
(3) I-J:=1J:={>" aib; | ne€No,a; €1,b; € J} istein Ideal von R.

Beweis. Die Aussagen folgen durch direktes Nachrechnen. O

Definition. Ist I C R ein Ideal und n € N>, so definiert man induktiv I durch I := 1 - I n—1

Beispiele. (1) Sei n € Z, dann ist die abelsche Untergruppe (z) C (Z,+) auch ein Ideal des
Rings (Z,+, ).

(2) FureinIdeal I C R gilt I = R genau dann, wenn 1 € [ gilt, denn 1 € I liefertr =r-1 € R
fir aller € R.

Definition. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal. Dann heifit R/I = {z + 1 | = € R} zusammen mit
den Verkniipfungen

@) (z4+D)+@wy+I1):=(x+y)+I,und
(i) (@+1)-(y+1):=(zy) +1

der Faktorring oder Restklassenring von R nach 1.

Bemerkung 3.1.2. Da (R, +) eine abelsche Gruppe ist, ist die Addition auf R/ wohldefiniert. Erst
tir die Wohldefiniertheit der Multiplikation wird die Idealeigenschaft benotigt.

Definition. Eine Abbildung ¢ : R — R’ zwischen zwei Ringen heifit Homomorphismus, falls
gilt

@) ¢z +y) = p(x) + ¢(y) furalle z,y € R,
(b) ¢(zy) = p(x)p(y) fur alle z,y € R und

() ¢(1r) = 1p.
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Bemerkungen 3.1.3. Sei ¢: R — R’ ein Homomorphimus von Ringen.
e Ist S C R ein Unterring, so ist ¢(S) Unterring von R'.
e Ist S’ C R ein Unterring, so ist ¢~ 1(5’) ein Unterring von R.

e Ist I’ C R ein Ideal, so ist ¢~ !(I’) ein Ideal von R. Bilder von Idealen sind hingegen im
Allgemeinen keine Ideale: Es ist Z C Q kein Ideal.

* Istp: R — R’ ein bijektiver Homomorphismus, so ist ¢! : R — R ein Homomorphis-
mus.

¢ Ist I C R einIdeal. Dann ist die kanonische Projektion
m:R— R/I;r—r+1
ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker 7 = 1.

¢ Die Abbildung ¢: Z — Z, x + 0 ist kein Ringhomomorphismus. Es gilt jedoch

o(zy) = p(z)p(y)

und
ez +y) =)+ oY)
fir alle z,y € Z.

Satz 3.1.4. Essei ¢ : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen und I C ker ¢ ein Ideal von R.
Dann gibt es genau einen Homomorphismus von Ringen @ : R/I — R’ derart, dass ¢ o = ¢ gilt.
Wir erhalten also das kommutative Diagramm:

R LZR’
R/I

Beweis. Der Beweis kann analog wie im Fall von Gruppen gefiihrt werden. O

Definition. Es sei R ein Ring. Ein Element « € R heifst invertierbar oder Einheit falls y, = € R mit
x-y=1=z-x existieren.

Bemerkung 3.1.5. Sei z € R invertierbar und a,b € R mit az = 1 = zb. Es folgt a = a(xb) = (ax)b =
b. Wir bezeichnen mit x~! € R das damit eindeutig bestimmte Element mitz -z~ ! =1 =271 z.

Beispiele.
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(1) Es sei A € Mat,(R). Angenommen es existiert B € Mat,(R) mit BA = I,, dann gilt
det(B) det(A) = det(BA) = det(I,,) = 1. Insbesondere gilt B € GL,(R) und AB = (B™'B)AB =
B~Y(BA)B = I,, und A ist eine Einheit.

(2) Essei V := {(zn)n>1 | zn € R} der R-Vektorraum aller Folgen in R, sowie R := Endg (V).
Es ist
"2 V—V ; SO((:Un)neN) = (0,1’1,1’2, .. )
R-linear. Wir betrachten
¢ V=V 5 w((xn)neN) = ([EQ,.’E?), .. )

Dann gilt ¢ € R und ¢ o ¢ = idy. Angenommen, es existiert v € Endr (V') mit p o v = idy.
Dann ist ¢ ist surjektiv. Aus (1,0,0,...) ¢ im ¢ erhalten wir einen Widerspruch.

Definition. Sei R ein Ring.

(1) Die Menge
R* ={x € R | zistinvertierbar} C R

ist eine Gruppe beziiglich der Multiplikation und heifst Einheitengruppe von R.
(2) Ist R kommutativ, R # {0} und R* = R\ {0}, so heifit R Korper.

Beispiele.
(1) Esgilt Z* = {1, -1}.

(2) EsgiltQ* =Q\ {0}.
(3) Esgilt (R x S)* = R* x S* fur Ringe R, S.

3.2 Kommutative Ringe

Im Folgenden sei R stets ein kommutativer Ring.

Definition. Es sei R ein kommutativer Ring und X C R eine Teilmenge. Dann ist

n
(X) ::{Zrixi | neNy,z1,...,2p € X,7r1,...,7y € R} = ﬂ I
i=1 XCICR,I 1deal
ein Ideal von R. Man nennt (X) das von X erzeugte Ideal von R. Gilt X = {z1,...,2,}, so

schreiben wir (X) = (z1,...,z,). Firz € R gilt (xr) = Rx = {rz | r € R}. Solche Ideale heifsen
Hauptideale.

Beispiele. (1) Es sei I C Z ein Ideal. Dann ist (I, +) eine Untergruppe und es gilt I = (n)
fiir ein n € Ny. Da (n) auch ein Ideal ist, folgt I = (n) = (n). Also sind alle Ideale von Z
Hauptideale.

(2) In (Q,+,-) gilt (2) =Zund (2) = Q.
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Satz 3.2.1. Sei R # {0} ein kommutativer Ring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) R ist ein Korper.
(2) {0} und R sind die einzigen Ideale von R.

(3) Ist ¢ : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen mit R' # {0}, so ist ¢ injektiv.

Beweis. (1) = (2). Es sei I # {0} ein Ideal von R. Wir finden 0 # = € I. Da R ein Korper ist, gilt
r € R\ {0} = R*. Die Idealeigenschaft liefert 1 = z~'z € I. Fiirr € Rfolgtr =r-1 € I und
damit I = R.

(2) = (3). Wegen ¢(1g) = 1p # Op' gilt ker ¢ # R. Damit liefert (2) ker o = {0} und ¢ ist
injektiv.

(3)=(1). Esseiz € R\ {0}.Esist {0} # Rx ein Ideal von R. Wir betrachten den Homomorphis-
mus von Ringen

m: R— R/Rx r+—r+ Rx.

Es gilt ker 7 = Rx. Die Voraussetzung liefert uns nun R/Rxz = {0}. Das heifit R = Rx. Insbeson-
dere existiert y € R mit 1 = y -  und x ist eine Einheit. O

Definition. Sei R # {0} ein kommutativer Ring.
(1) Ein Element = € R heifst Nullteiler, falls es ein r € R\ {0} mit 2r = 0 (rz = 0) existiert.

(2) Ist 0 der einzige Nullteiler von R, so nennt man R einen Integrititsbereich.

Beispiele.
(1) Z ist ein Integritatsbereich. Weiter sind Korper stets Integritdtsbereiche.
(2) R x R ist kein Integritadtsbereich.

(3) Ist V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum, so ist Endg (V') genau dann ein Integritatsbereich,
wenn dimg V' = 1 gilt: Ist dimr V' > 2 so finden wir echte Untervektorrdaume U, W C V mit
U@ W = V.Die Projektionen 7y: V. — Viu +w — u, my: V. — V,u + w — w erfiillen
O:onwW,aberﬂU 750757TW

Lemma 3.2.2. Sei R ein endlicher Integrititsbereich. Dann ist R ein Korper.

Beweis. Sei = € R\ {0}. Da R ein Integritdtsbereich ist, ist die Abbildung

E‘R—>R
Tl r = ar

injektiv. Da R endlich ist, ist £, auch surjektiv und es existiert r € R mit 1 = ¢,(r) = zr. Damit ist
x invertierbar und R ist ein Korper. O
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Satz 3.2.3. Sein > 2. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Z/(n) ist ein Integrititsbereich.
(2) Z/(n) ist ein Korper.

(3) n ist eine Primzahl.

Beweis. (1) = (2). Dies folgt aus Lemma 3.2.2.

(2) = (3). Es gilt n # 1. Es sei n # a ein Teiler von n und b € N mit ab = n wir erhalten
(a+(n))(b+ (n)) = ab+ (n) = 0z,(n). Da Z/(n) ein Kérper ist, folgt a + (n) = 0 oder b + (n) = 0.
Da n # a gilt, folgt n t a, also b + (n) = 0. Das heifst n | b und damit n = b, da b < n. Wir schlieen
a = 1. Damit ist n eine Primzahl.

(3) = (1). Es seien a+ (n), b+ (n) mit (a + (n))(b+ (n)) = 0z,(,)- Wir erhalten ab € (n). Da n eine
Primzahl ist, folgt n|a oder n|b und daher a + (n) = 0z/(,) oder b + (n) = 0z/(,,). Damit ist Z/(n)
ein Integritatsbereich. O

Sei R # {0} ein kommutativer Ring. Fiir n € Ny und = € R schreiben wir

nc= r+xr+---+=x
N——

n — mal

sowie (—n)z := —(nx). Damit haben wir also nz fiir n € Z definiert.

Definition. Die Abbildung
w:Z — R;n—nlg

ist ein Homomorphismus von Ringen. Damit ist ker ¢ C Z ein Ideal und insbesondere eine Un-
tergruppe. Es existiert also ein eindeutig bestimmtes n € Ny mit kerp = (n) = (n). Die Zahl
char(R) := n heifit die Charakteristik von R.

Beispiele. (1) Es gilt char(Z) = char(Q) = char(R) = char(C) = 0.
(2) Esgilt char(Z/(n)) = n fiir alle n € Ny.

(3) Ist R ein endlicher Ring, so gilt char(R) # 0. Die Umkehrung gilt aber nicht, wie zum Beispiel
R :=TINZ/(2)! zeigt.

Lemma 3.2.4. Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist char(R) = 0 oder char(R) ist eine Primzahl.

Beweis. Die Abbildung ¢ : Z — R ; n — nlg induziert einen injektiven Homomorphismus
¢ : Z/(char(R)) — R. Damit ist Z/(char(R)) = im ¢ ein Integritdtsbereich. Wegen R # {0} folgt
char(R) # 1 und Satz 3.2.3 liefert die Behauptung. O

Hier ist unendliche kartesische Produkt von Ringen gemeint.
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Definition. Sei R ein kommutativer Ring.

(a)
(b)

Ein Ideal m C R heifst maximal, falls es kein Ideal / C R mitm C [ C R gibt.

Ein Ideal p C R heifit Primideal, falls fiir 2,y € R mit 2y € p stets x € p oder y € p gilt.

Lemma 3.2.5. Sei R ein kommutativer Ring, I C R ein Ideal.

(1) I ist genau dann ein maximales Ideal, wenn R/I ein Korper ist.

(2) I ist genau dann ein Primideal, wenn R/I ein Integrititsbereich ist.

Beweis.

(1)

Es sei I ein maximales Ideal. Dann gilt / # R und R/I # {0}. Fuira+ I € R/I \ {0} gilt
a ¢ I. Damit gilt I C (a) + I und Maximalitdt liefert (a) + I = R. Insbesondere existieren
b€ Rundr € I mitba+7r = 1. Dasheiflt (b+I)(a+I)=1-r+I=1+R=1g/; ;unda+1
ist eine Einheit.

Sei umgekehrt R/I ein Korper. Dann gilt I # R. Essei I C J ein Ideal von Rund a € J \ I.
Dannista + 1 € R/I\ {0} = (R/I)* eine Einheit. Also existiert b+ I € R/I mitab+ I =
(a+I)(b+I)=1+4+1I.Dasheist1 —abe I.Alsol €ab+1C Jund J = R.

Sei I C R ein Primideal. Wegen I # R folgt R/I # {0}. Seien nun z,y € R/I mit zy = 0.Wir
schreiben z =  + I und y = y + I und erhalten 2y + I = 0. Also gilt zy € I und da I ein
Primideal ist, diirfen wir z € I annehmen. Es folgt z = 0. Damit ist R/ ein Integritdtsbe-
reich.

Sei R/I ein Integritdtsbereich. Dann gilt I # R. Sind z,y € R mit zy € I, so folgt (z + I)(y +
I) = 0r/r = I. Da R/I Integritdtsbereich ist, erhalten wir z + I = 0 oder (y + I) = 0, also gilt
x € I odery € I. Damit ist I ein Primideal.

O]

Bemerkung 3.2.6. Da jeder Korper ein Integritdtsbereich ist, liefert Lemma 3.2.5: Jedes maximale
Ideal m C R ist ein Primideal.

Beispiel. Sei I = (n) mit n € Ny ein maximales Ideal von Z. Da weder (0) = {0} noch (1) = Z
maximale Ideale sind, folgt n > 2 und Satz 3.2.3 liefert n € PP. Das heifit I ist maximal genau dann,
wenn eine Primzahl p € P mit I = (p) existiert. Analog zeigt man, dass die Primideale in Z genau
von der Form (p) oder (0) = {0} sind.

Definition. Es sei X = (X, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Teilmenge Y C X heift total
geordnet oder Kette, falls fiir x,y € Y stets x < y oder y < x gilt. Ein Element 2 € X heifit obere
Schranke von Y falls y < z fiir alle y € Y gilt. Ein Element 2y € X heifst maximal, falls z > z
stets x = x¢ impliziert.
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Eine entscheidende Rolle im Studium kommutativer Ringe spielt das folgende Resultat, das unter
dem Namen Zornsches Lemma bekannt ist.?

Lemma 3.2.7 (Zornsches Lemma). Es sei (X, <) eine nichtleere partiell geordnete Menge, in der
jede total geordnete Teilmenge Y C X in X eine obere Schranke besitzt. Dann existiert ein maximales
Element zy € X.

Satz 3.2.8. Sei R # {0} ein kommutativer Ring.
(1) Der Ring R besitzt ein maximales Ideal.

(2) Ist I C R ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m C R mit I C m.

Beweis.
(1) Ubungsaufgabe.

(2) Wir betrachten die kanonische Projektion 7: R — R/I. Es gilt R/I # {0} und wir finden
nach (1) ein maximales Ideal n < R/I. Es ist m := 7 !(n) ein Ideal von R mit [ = kerm =
7 ({Og/r}) € 71 (n) = m. Es seim C u < R ein Ideal. Da 7 surjektiv ist, ist 7 (u) ein Ideal
von R/I mitn = w(7~1(n)) = 7(m) C n(u). Weiter liefert die Annahme 7(m) = 7(u) mit
I € m,u die Gleichung
m = 7~ (r(m) = 7 (r(w)) = u,

ein Widerspruch. Damit gilt n C 7(u) und Maximalitdt von n liefert 7(u) = R/I. Das heifst
u=7 () =7"1(R/I) = Rund m ist maximal.

O]

Definition. Zwei Ideale I, J eines kommutativen Rings R heifien teilerfremd, falls / +.J = R gilt.

Bemerkungen 3.2.9. (1) Sind m, J Ideale von R mit m maximal, so gilt entweder J C m oder m
und J sind teilerfremd.

(2) Der Satz von Bézout zeigt, dass zwei Ideale (n), (m) von Z genau dann teilerfremd sind,
wenn ggT(m,n) = 1 gilt.

2Aquivalent zum Zornschen Lemma ist die Aussage des Auswahlaxioms: Ist A eine Menge von nichtleeren Mengen,
so existiert stets eine Auswahlfunktion, d.h. eine Funktion F': A — (J ., X mit F(X) € X ftralle X € A. Wei-
tere Informationen und der Zusammenhang zum Axiomensystem ZFC finden sich zum Beispiel in [2, Kapitel VIII].
Das Zornsche Lemma wird auch verwendet um zu zeigen, dass jeder (auch unendlich dimensionale) k-Vektorraum
eine Basis besitzt (vgl. [5, 4.2.15]).

43



Satz 3.2.10 (Satz von Sun/Qin"). Es sei R ein kommutativer Ring, I1,...,I, C R paarweise
teilerfremde Ideale von R. Dann gilt:

(1) Fiir jedes j € {1,...,n} sind die Ideale I; und 15 I;_1I;;1 - - - I, teilerfremd.
(2) Esgilt (V' I; = LIy - - L.

(3) Der Homomorphismus ¢ : R — [[i_y R/I; ; @ = (v + L1,...,x + I,) ist surjektiv mit
ker o = (7 1.

(4) Es gilt R/((}—y ) = [Ty R/

“Benannt nach den chinesischen Mathematikern Sun, Zi und Qin, Jiushao (1202-1261). Bekannter ist der Satz als
chinesischer Restsatz.

Beweis.

(1) Seij € {1,...,n}. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes ¢ # j Elemente x; € I; und y; € I;
mit z;+y; = 1. Damit folgt 1 = [, ,;(z;+y;). Esseim : R — R/I; die kanonische Projektion.

Dann erhalten wir
m(1) =[] (@i +vi) = [[ =) = =[] »)
7] i#j 7]
und damit 1 — ][, ,; y; € kerm = I;. Also existiert 2 € I; derart, dass

l=z+[JuieL+]]L

i#] i

(2) Aus den Definitionen folgt [T7_, I; € (;_, I; (auch wenn die I; nicht paarweise teilerfremd
sind). Fiir die Inklusion (}_; I; C [[’_, I; verwenden wir Induktion nach n. Sei n = 2
sowie z € I; N I. Nach Voraussetzung gilt 1 = x1 + x» fiir geeignete x; € I;. Also folgt
T =xx1 + a2 € I115.

Fir n > 2 betrachten wir J := I5--- I,,. Nach (1) sind die Ideale I; und J teilerfremd und
der Fall n = 2 liefert somit I; NJ C I;J = H?:l I;. Aufgrund der Induktionsannahme gilt
zudem (7_, [; € J. Damit folgt (\j_, I; = LN J C [}, L.

(3) Nach Definition von ¢ folgt kerp = ﬂ?;l I;. Fir n = 1 ist ¢ surjektiv. Sei nun n > 2.
Fur j € {1,...,n} betrachten wir J; := ﬂ#j I;. Nach (1) und (2) sind die Ideale I; und J;
teilerfremd und es gibt u; € I; und v; € J; mit u; + v; = 1. Fiir [ # j gilt insbesondere
Vj + I :Il,davj S jj C 1.

Seien nun x1,...,r, € R. Wir setzen x := > _""

j—12jvj. Fur £ € {1,...,n} erhalten wir

n
x—i—[g:ijvj—l-fg:xgw—i-fg:xg—wgu(—ﬁ—fg:xg—l—fg.
j=1

Damit folgt ¢(x) = (z1 + 1, ..., zn + I). Also ist ¢ surjektiv.
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(4) Da ¢ surjektiv ist mit ker ¢ = ﬂ?zl I;, induziert ¢ einen Isomorphismus

¢:R/( 1) = [] R/,
. e

J=1

Beispiel. Wir stellen uns folgende Frage: Existiert ein « € Z das die Kongruenzgleichungen
z =3mod(5),z = 2mod(6),z = 4mod(7)
erfiillt? Die Ideale (5), (6), (7) von Z sind paarweise teilerfremd. Nach Satz 3.2.10 ist
51 2/(210) — Z/(5) x Z/(6) x Z/(7)

24 (210) = (z+ (5),2 4+ (6), 2 + (7))

ein Isomorphismus. Insbesondere existiert ein € Z mit
(@ +(5), 2+ (6),z + (7)) = 3+ (5),2 + (6), 4 + (7).

Gemafs dem Beweis von 3.2.10(3) ldsst sich eine Losung wie folgt bestimmen. Wir verwenden den
erweiterten euklidischen Algorithmus und erhalten die Gleichungen

1=17-5+(-2)-(6-7)
1=6-6+(-1)-(5-7)
1=13-7T4(=3)-(5-6).

Damit ist
x:=3-(~2)-(6-7)+2-(~1)-(5-7) +4-(~3)-(5-6) = —682

eine Losung der drei Kongruenzgleichungen. Die Losungsmenge wird daher durch
{682+ 210m | m € Z}

beschrieben.

Definition. Fiir n € N sei

o(n) :=se{l,...,n} | ggT(s,n) =1}

Die Funktion ¢: N — N;n +— ¢(n) heist Eulersche p-Funktion.

Mithilfe des chinesischen Restsatzes ldsst sich folgende Konsequenz ziehen.
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Korollar 3.2.11.
(1) Es p € P eine Primzahl und a € N kein Vielfaches von p. Dann gilt a?~! =1 mod (p).

(2) Essein € N>ounda € N. Es ist a+ (n) genau dann eine Einheit in Z/(n), wenn ggT(a,n) =
1 gilt.

(3) Fiiralle n,m € N teilerfremd gilt o(nm) = p(n)p(m).

Beweis. Ubung. O

Beispiel. Nach Korollar 3.2.11 ist 6 + (23) eine Einheit in Z/(23). Division mit Rest liefert eine
Darstellung
4.64(-1)-23=1

Wir erhalten (4 + (23)) - (6 + (23)) = 1+ 23+ (23) = 1+ (23) = 1z/(23). Damit ist 4 + (23) das
Inverse zu 6 + (23).

Beispiel (RSA-Verfahren). Alice erwartet von Bob (iibliche Namen in Texten zur Verschliisselung)
eine Nachricht, mochte aber vermeiden, dass jemand der die Nachricht abfangt, diese verstehen
kann. Beide haben keine Moglichkeit auf einem abhdorsicheren Weg miteinander zu kommunizie-
ren. Alice hat in der Algebra I LAG Vorlesung aufgepasst und geht deshalb wie folgt vor:

(1) Alice wahlt zwei sehr grofie Primzahlen und p < ¢ und bildet n := pq. Nach Korollar 3.2.11
gilt o(n) = ¢(pq) = ¢(P)e(q) = (p — 1)(g — 1). Alice wiahlt zusatzlich eine Zahl 1 < e < ¢(n)
mit ggT(e, p(n)) = 1 (existiert da ggT(¢(n), ¢(n) — 1) = 1) und berechnet wie im vorherigen
Beispiel die eindeutige Zahl 1 < d < n mit (d + (¢(n)))(e + (¢(n))) = 17/(,(n))

Das Element d heifst private key und wird, genauso wie p, ¢, nicht 6ffentlich gemacht.

(2) Nun schickt Alice ihrem Freund Bob folgende Nachricht: “Mein public key ist (e, ). Wenn
Du mir eine Nachricht schicken willst, gehe wie folgt vor:

(i) Codiere Deine Nachricht mit den Zahlen 01, ..., 26,27, wobei 01 = a,02 = b,...,26 =
z,27 = ,Leerzeichen” in eine Zahlenfolge der Form cy, ..., ¢/, etwa:

jabob = 10,01,27,02, 15, 02.

(ii) Berechne die eindeutigen Elemente 0 < z; < n mit ¢f = z; mod(n).

(iii) Sende mir die Folge z1,..., 2, zu.”
(3) Alice erhélt von Bob eine Folge 1, . . ., z, und bestimmt die eindeutigen Elemente 0 < y; < n
mit

z¢ = y;mod(n).

und tibersetzt die Zahlenfolge y1, . . ., y¢ wie in (2) beschrieben wieder in eine Nachricht.
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Behauptung: Es gilt y; = ¢; furallei € {1,...,¢}.

Begriindung: Nach Wahl von d, gilted — 1 € (¢(n)), das heiites (p — 1)(¢ — 1) = ¢(n) teilt ed — 1
und es existieren ay, a, € Nmita,(p — 1) =ed — 1 = a4(q — 1). Es gilt

(cg)d — cgd—l—i—l —

3.2.11
1 =

qu(pil)ci — (cf—l)apci

: ’ 1%r¢; = ¢; mod(p)3.

Analog gilt (c$)? = ¢;mod(q). Es folgt p,q | (c5)? — ¢; und da p, g teilerfremd sind, folgt (c$)? =
¢; mod(n). Es folgt
(¢£)? = ¢;mod(n)

zf

Yi
und 0 < y;, ¢; < n liefert y; = ¢;.

Das RSA-Verfahren wird zur Zeit als sicher eingestuft. Der Grund ist, dass zum jetzigen Zeit-
punkt keine effiziente Methode existiert eine grofie Zahl n in Primfaktoren zu zerlegen (selbst
wenn bekannt ist, dass n Produkt von nur zwei Primfaktoren ist) oder ¢(n) zu berechnen. Ebenso
existiert aktuell keine Methode effizient die e-te Wurzel modulo n zu berechnen.

Wenn eine dritte Person die Nachricht von Alice und Bob und abfdngt, hat diese folgende Infor-
mationen: e, n, x1, ..., zs. Selbst wenn die Person zusitzlich weifs, dass Alice das RSA-Verfahren
verwendet, ist d unbekannt und miisste aus e und n errechnet werden. Dafiir wird die Primfak-
torzerlegung von n bzw. ¢(n) benotigt. Ebenso ist das Riickrechnen ¢; = x{ mod(n) nicht effizient
moglich.

3.3 Der Quotientenkorper

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion von Q aus Z auf Integritdtsbereiche verallgemeinert.

Lemma 3.3.1. Es sei R ein Integrititsbereich. Dann definiert
(r1,d1) ~ (r2,d2) & r1dy =r2dy

auf R x (R \ {0}) eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Fir (r,d) € R x (R )\ {0}) setzen wir
r

)

fiir die Aquivalenzklasse von (r, d). Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit Q(R) bezeichnet.

Satz 3.3.2. Essei R ein Integrititsbereich. Dann erhilt Q(R) durch

reo ra ridz + rady .. Ty o 179

o aT T dd 4 T dds

*Da p sehr grof gewahlt wurde, gilt insbesondere p { ¢; # 0.
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fiir r1,79 € Rund dy,dy € R\ {0} die Struktur eines Korpers mit Og(r) = % und 1gp) = %

Beweis. Wir miissen uns zunéchst dariiber Gedanken machen, ob die Addition und Multiplika-
tion unabhingig von der Wahl des Repréasentanten sind. Wir zeigen exemplarisch die Wohlde-
finiertheit der Addition. Seien 7; € R,d; € R\ {0} fur 1 < i < 4 mit (ry,d;) ~ (r3,d3) und
(7“2, d2) ~ (7"4, d4). Es gﬂt ?”1d3 — 7“3d1 =0= 7“2d4 — T4d2. Es folgt

[(dldg)(T3d4 + 7"4Cl3) — (d3d4)(7“1d2 + 7“2d1)] = (d2d4)(7'3d1 — 7”1d3) -+ (dldg)(T2d4 — 7"4Cl2)
=04+0=0.

Dies zeigt (r1da+r2d1, did2) ~ (r3ds+rads, dzds). Analog zeigt man, dass die Addition unabhingig
von Représentanten ist.

Direkte Rechnung zeigt nun, dass Q(R) ein kommutativer Ring ist. Es gilt 9 # 1,da0-1#1-1
und damit Q(R) # {0}. Essei & € Q(R)\{0}. Danngiltr # 0,also ¢ € Q(R) mit 4.2 = 4 = Lo(R)-

O

Definition. Sei R ein Integritdtsbereich, so bezeichnen wir mit ¢z den injektiven Ringhomomor-
phismus

tr: R— Q(R) ; rb—>%

Satz 3.3.3 (Die universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers). Es sei R ein Integrititsbereich
sowie o : R — R’ ein Homomorphismus kommutativer Ringe derart, dass a(R \ {0}) C (R')*.
Dann existiert genau ein Homomorphismus 3 : Q(R) — R’ mit 3 o 1p = o Wir erhalten also das
kommutative Diagram

R %R/
QR).

Beweis. Da a(R \ {0}) C (R')* gilt, ist folgende Zuordnung eine wohldefinierte Abbildung
a:Rx (R\{0}) — R ; (r,d)— a(r)a(d)™".
Wir gehen schrittweise vor.

* ¢ ist konstant auf Aquivalenzklassen: Angenommen (71,d;) ~ (r2,d2). Dann gilt rdy =
rod; = 0, also a(ry)a(dz) = a(ra)a(d;). Wegen a(d;) € (R')* erhalten wir

@(Tl,dl) = a(rl)a(dl)*l = Oz(T‘g)Oz(dg)fl = @(7‘2, d2).
¢ Definition von 3: Da & konstant auf Aquivalenzklassen ist, ist
B:QR) — R ; Zra(r)a(d)”’

eine wohldefinierte Abbildung. Insbesondere gilt [3 o tg|(r) = B(]) = a(r) fiir alle r € R.
Direktes Nachrechnen zeigt, dass # ein Homomorphismus ist.
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¢ Eindeutigkeit der Abbildung: Sei nun v : Q(R) — R’ ein weiterer Homomorphismus mit
~vour = . Dann gilt fiir (r,d) € R x (R \ {0})

r dr T

a(dy(5) =105 =4(§5) =) = 2a(r) = alr)

und somit v(%) = a(r)a(d) ™t = B(5).

Korollar 3.3.4. Es gelten die folgenden Aussagen.
(1) Esgilt Q(Z) = Q.
(2) Sei K ein Korper mit char(K) = 0. Dann existiert ein injektiver Homomorphismus ¢ : Q — K.

(3) Sei K ein Korper, dann gilt K = Q(K).

Beweis.

(1) Die Abbildung o: Z — Q, 2z — z erfiillt die Voraussetzungen von Satz 3.3.3. Damit existiert
ein Ringhomomorphismus 3: Q(Z) — Q, 7 — 7. Dieser ist offensichtlich bijektiv.

(2) Wir betrachten o« : Z — K ; n — nl. Wegen char(K) = 0 ist a injektiv und es folgt
a(Z \ {0}) € K\ {0} = K*. Damit gibt es nach Satz 3.3.3 einen Homomorphismus £ :
Q(Z) — K mit oz = a. Da Q(Z) ein Korper ist, ist § nach Satz 3.2.1 injektiv. Nun
wenden wir (1) an.

(3) Die Abbildung ao: K — K, a — a erfiillt die Voraussetzung von Satz 3.3.3 und wir erhalten
einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus 3: Q(K) — K mit S o 1x = «a. Da
o surjektiv ist, gilt dies auch fiir 3. Weiter ist Q(K') ein Kérper und damit g injektiv nach
Satz 3.2.1.

O

3.4 Teilbarkeit in Integritatsbereichen

Definition. Es sei R ein Integritadtsbereich.

(1) Seien a,b € R. Man sagt a teilt b (wir schreiben in diesem Fall wie bereits in Z nur a|b), falls
eseint € Rmit b = ta gibt.

(2) Seien a,b € R. Dann heifSen a und b assoziiert, falls a|b und b|a gilt. Man schreibt dann a ~ b.

Bemerkungen 3.4.1. Es sei R ein Integritatsbereich.

(1) Esgiltalb < (b) C (a).
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(2) Zwei Elemente a,b € R sind genau dann assoziiert, wenn es ein v € R* mit b = ua gibt:
Angenommen a|b und bja dann gibt es s, € R mit b = sa und a = tb. Gilt b = 0, so folgt
a = 0und somitb = 1-amit1 € R*. Andernfalls erhalten wir aus b = sa = stb die Gleichung

b(1 —st) =0,

und damit folgt 1 = st, da R ein Integritdtsbereich ist. Das heifit s,t € R* und u := s liefert
das Gewtinschte.

Definition. Sei R ein Integritdtsbereich und p € R\ ({0} U R*).

(1) Das Element p heifst irreduzibel (oder unzerlegbar), falls fiir alle a,b € R mit p = ab schon
a € R* oder b € R* gilt.

(2) Das Element p heifst prim oder Primelement, falls fiir alle a,b € R mit p|ab schon p|a oder
p|b folgt.

Beispiele. (1) Seip € R ein Primelement. Gilt p = ab, so folgt ohne Einschrankung p|a. Wegen
alp sind a und p zueinander assoziiert und es gibt u € R* mit p = ua. Damit folgt a(u—b) = 0
und wegen a # 0 gilt b = u € R*. Also ist p unzerlegbar.

(2) Inden Ubungen haben wir gesehen, dass in Z die Begriffe prim und irreduzibel {ibereinstimmen.
Die irreduziblen Elemente sind genau die Elemente in £P.

(3) Wir betrachten den Unterring
Z[V=5] == {a +bV5i | a,beZ} CC.
Dann ist Z[y/—5] ein Integritdtsbereich. Wir betrachten die (multiplikative) Abbildung
N: Z[V=5] — Z,a + bV/5i — |a + bV/5i|> = a® + 5b* € Z.
Es gelte 2 = (z1 + y1V'51)(z2 + y21/5i). Dann folgt

4 = N(2) =N(z1 +y1V5i)N(z2 + y2v/5i) = (27 + 5¢7) (23 + 5y3)
> 25y7y3 + 5aiys + 5asy;

Also erhalten wir y; = 0 = ys, 4 = (z172)? und ohne Beschriankung z; € {£1}, das heif}t
x1 + y1Vbi = 11 € Z[/—5]*. Weiter ist 2 € Z[/—5] keine Einheit, da N(2) # 1. Somit ist 2
irreduzibel in Z[/—5]. Jedoch ist 2 kein Primelement: Es gilt 2|6 = (1 + v/5i)(1 — v/5i), aber
21 (1 ++/5i), da N(2) = 4 und N(1 £+ v/5) = 6.

Definition. Sei R ein Integritdtsbereich.

(1) R heif8t euklidisch, falls eine Abbildung p : R\ {0} — Ny existiert, sodass fiir alle a,b € R,
b # 0 Elemente ¢, € Rmita = gb+ r und r = 0 oder p(r) < p(b) existieren.

(2) R heifst Hauptidealring, falls fiir jedes Ideal I C R ein z € R mit I = (x) existiert.
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(3) R heifst faktoriell, falls gilt
(i) Furjedesa € R\ ({0} U R*) gibt es irreduzible Elemente p1,...,p, mita = pips - - pp.

(ii) Gilt pip2---pn = q1q2 - - gm mit p;,q; € R irreduzibel, so gilt m = n und es gibt eine
Permutation o € §,, mit ¢; ~ p,(; fiirjedesi € {1,...,n}.

Im verbleibenden Abschnitt beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 3.4.2. Es sei R ein Ring. Es gilt

R euklidischer Ring =—=> R Hauptidealring —=> R faktorieller Ring =—=> R Integrititsbereich.

Satz 3.4.3. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Da R ein Integritdtsbereich ist, miissen wir lediglich zeigen, dass jedes Ideal I C R ein
Hauptideal ist. Sei I # {0}. Dann gibt es 1o € I \ {0} derart, dass

p(ro) = min{p(r) | r € I'\{0}}.

Sei nun x € I. Dann gibt es ¢,7 € R mitz = qro+ r und r = 0 oder p(r) < p(ro). Wegen
r =x — qro € I folgt nach Wahl von 7, dass r = 0 gilt. Also gilt z € (1) und damit I = (z¢). O

Bemerkung 3.4.4. Nicht jeder Hauptidealring ist ein euklidischer Ring. Ein Beispiel dafiir ist der
Ring

1+z‘\/Eb
2

R:={a+ la,beZ} CC.

Der Beweis ist nicht trivial. Wir verweisen daher nur auf [6].

Satz 3.4.5. Es sei R ein Ring.
(1) Ist R faktoriell, so ist jedes irreduzible Element prim (d.h. irreduzibel = prim).

(2) Ist R ein Integrititsbereich, so sind folgende Aussagen dquivalent.*
(i) R ist ein faktorieller Ring.
(ii) Fiir jede Nichteinheit 0 # r € R existieren n € N und py,...,p, Primelemente mit
r=pip2- - Pn-

(3) Ist R ein Hauptidealring, so ist jedes Primideal p # {0} maximal und jedes irreduzible Element
bereits prim.

“Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 1.1.3
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Beweis.

(1)

(2)

€)

Sei p € R irreduzibel und a,b € R mit p | ab. Wir wollen p | a oder p | b zeigen und kénnen
ohne Beschrankung a,b ¢ {0} U R* annehmen und schreiben ab = pc fiir ein ¢ € R\ {0}.

Da R faktoriell ist, existieren m,n € N sowie irreduzible Elemente p1,...,pn,q1,- - -, ¢ mit
a=pi-pyund b= qi----q¢n. Da R faktoriell und p irreduzibel ist, folgt aus m+n > 2, dass
c keine Einheit ist und wir finden [ € N und irreduzible Elemente s1,...,s; mitc = sy --- sy

Da R faktoriell ist, folgt ohne Beschrankung der Allgemeinheit p ~ p;, d.h.p | a.

(i) = (ii). Dies folgt direkt aus (i).

(ii)) = (i). Es sei 0 # r € R keine Einheit. Nach Annahme finden wir eine Zerlegung
r=p1---pp,mitpy,...,p, Primelementen. Insbesondere existiert also eine Zerlegung in irre-
duzible Elemente. Es seien ¢, ..., ¢, irreduzible Elemente mit p; ---p, =7 = q1 - - - G- WIr
zeigen die Eindeutigkeit der Zerlegung (bis auf Einheiten und Umnummerierung) durch
Induktion nach n.

Giltn = 1, so folgt p1 = q1(g2 - - - gm). Da p; irreduzibel und ¢; keine Einheit ist, ist der zweite
Faktor eine Einheit, was m = 1 impliziert. Sei n > 1. Da p,, ein Primelement ist, gibt es ein
Jn €{1,...,m} pplg;,. Da g;, irreduzibel und p,, keine Einheit ist, existiert eine Einheit u mit
gj, = upp und es folgt p, ~ g;,. Da R ein Integritadtsbereich ist, erhalten wir zudem

P1-Pn—-1=Uq1 " 45,-195,+1 " " " qdm-

Da ugq irreduzibel ist, folgt nach Induktionsannahme n — 1 = m — 1. Ebenso erhalten wir
eine Bijektion 7 : {1,...,n — 1} — {1,...,n} \ {ju} mit p; ~ ¢, fir 1 <7 < n — 1. Wir
definieren nun o € §,, durch

o(i) := { T.(Z) i7n

Jn 1 =n.
Dann gilt p; ~ o) furl1 <7< n.

Sei p # {0} ein Primideal. Da R ein Hauptidealring ist, gilt p = (p), wobei p € R ein Prim-
element ist. Satz 3.2.8 liefert ein maximales Ideal m O (p). Da R ein Hauptidealring ist,
gibt es ¢ € R mitm = (g). Wegen p € m gibt es r € R mit p = r¢. Da ¢ aufgrund von
m # R keine Einheit ist, impliziert die Unzerlegbarkeit von p dass r eine Einheit ist. Damit
ist (p) = (rq) = (¢) = m ein maximales Ideal. Sei nun py € R irreduzibel. Dann ist (pg) # R
und wir finden mit analogen Elementen ein Primelement go mit ¢o|po. Die Irreduzibilitdt von
po liefert pg ~ qo. Also ist g ein Primelement.

O]

Satz 3.4.6. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R faktoriell.

Beweis. Seia € R\({0}UR™). Wir zeigen, dass a ein Produkt von Primelementen ist. Angenommen
es existiert keine solche Zerlegung. Wegen a € R\ ({0}UR*) gilt {0} C (a) € Rund nach Satz 3.2.8
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gibt es ein maximales Ideal m; C R mit (a) C m;*. Da R ein Hauptidealring ist, gilt m; = (p;) fiir
ein Primelement p; € R. Wegen a € m; gibtes a; € Rmita = ap;.

Gilt a1 € R*, so ist a;p; ein Primelement und a = a;p;, im Widerspruch zu unserer Annahme.
Damit gibt es wie oben ein Primelement p> und a2 € R mit a1 = agps. Wegen a = agpip2 ist wie
zuvor ag keine Einheit. Dies impliziert (a1) € (a2) € R. Induktiv erhalten wir eine Folge (a;)ien

=

von Idealen mit (a;) C (a;+1) € R fiir alle i € N. Als Kette von echten Idealen ist | J;c(a;) ein

=

echtes Ideal. Da R ein Hauptideal ist, existiert b € R mit (b) = (J;c(@i) und wir finden n € N mit
b € (ap). Dann gilt aber

(ans1) € (@) = () € (an) S (@ns1),
ieN
ein Widerspruch. Nun wenden wir 3.4.5(2) an. O
Bemerkung 3.4.7. Wir werden im Verlauf der Vorlesung zeigen, dass Z[X| ein faktorieller Ring ist,

der kein Hauptidealring ist. Wir haben bereits gesehen, dass Z[/—5] ein Integritdtsbereich ist, der
nicht faktoriell ist. Damit sind alle Implikationen in Satz 3.4.2 nicht umkehrbar.

Definition. Es sei R ein Integritdtsbereich und rq,...,r, € R mitn € N. Ein Element a € R heifst
ggT (grofiter gemeinsamer Teiler) von 1, . .., 7y, falls folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esgilta | r; furallei € {1,...,n}.
(2) Istb € Rmitb | r; furallei € {1,...,n}, so gilt bereits b | a.

Wir bezeichnen die Menge der groiten gemeinsamen Teiler von 1, . .., r, mit ggT(r1, ..., 7).

Bemerkung 3.4.8. Sind a,b € ggT(r1,...,m,), so gilt alb und b|a. Das heifit a ~ b. Weiter sieht man
ein, dass fiir jeden grofiten gemeinsamen Teiler ¢ € ggT(ry, ..., ry,) die Gleichung

ggT(r1,...,1m) = cR”
gilt.
Beispiele. (1) InZ gilt ggT(60,105) = {£15} = 15Z*.

(2) In Z[v/=5] gilt ggT(6,2(1 + v/5i)) = @: Angenommen ¢ ist ein grofter gemeinsamer Teiler.
Dann gilt N(¢) | 36 und N(t) | 24, das heifit N(t) | ggT(36,24) = 12. Da 2 und 1 + v/5i
Teiler von 6 und 2(1 + v/54) sind, liefert die ggT-Eigenschaft 2 | t und 1 + /5i | t. Das heifit
4 | N(t) und 6 | N(t), also 12|N(t). Damit gilt N(¢) = 12. Wir schreiben ¢t = a + b+/5i. Dann
gilt 12 = N(¢) = a® + 5b*. Diese Gleichung besitzt in Z? keine Lésung, ein Widerspruch.

(3) Esgiltry =ry=--- =1, =0« ggT(r1,...,m,) = {0}.

*Die Existenz eines solchen maximalen Ideals kann in Hauptidealbereichen auch ohne Verwendung des Zornschen
Lemma bewiesen werden, da in Hauptidealbereichen aufsteigende Ketten von Idealen stets stationdr werden.
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Lemma 3.4.9. Es sei R ein faktorieller Ring und r1,...,ry, € R. Dann gilt @ # ggT(ry,...,1y).

Beweis. Wir konnen annehmen, dassein 1 < ¢ < nmitr; # 0 & 1 < i < £ existiert. Wir fixieren
ein Reprasentantensystem P aller irreduziblen Elemente in R. Da R ein faktorieller Ring ist, finden
wir Einheiten u; und eindeutige Darstellungen

T, = U Hpmp(rl)
peP

fur alle 1 <14 < ¢ mit m,(r;) € Ny fiir alle p € P. Fiir p € P setzen wir
m(p) := min{p™* ") |i e {1,...,0}}.

Man tiberpriift nun, dass g := [] ¢ p™P) ein groter gemeinsamer Teiler der r; ist (vgl. Aufgabe
4). O

Definition. Ist R ein faktorieller Ring und r, s € R. Wir sagen r und s sind teilerfremd, falls 1 ein
grofiter gemeinsamer Teiler von r, s ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ggT(r, s) = R* gilt.
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4 Polynomringe

4.1 Grundlegende Definitionen

Der Begriff des Polynoms ist uns seit der Schule geldufig. Dort werden Polynome hdufig mit denen
von ihnen induzierten Funktionen gleichgesetzt. Hier muss jedoch unterschieden werden, sobald
man nicht mehr nur Polynome mit Koeffizienten in R, C betrachtet, wie das folgende Beispiel
zeigt:

Beispiel. Sei R ein kommutativer Ring und f die Funktion
f:R— R;r—r’4+r+1.

Fir R = R wird die Funktion f durch das Polynom z? + x + 1 beschrieben. Mit der spéter
entwickelten Theorie konnen wir zeigen, dass 22 + x + 1 das einzige Polynom ist, welches die
Abbildung beschreibt. Fiir R = Z/(2) beschreibt das Polynom x? + x + 1 weiterhin die Abbil-
dung f. Jedoch beschreiben auch die Polynome 1, 22 + z + 1 und (2% + = + 1)? die Funktion
fZ)2)—Z/2); r=ri+r+1

Im Folgenden sei R # {0} ein kommutativer Ring und

R[X] := {Z a; X" | a; € R,a; = 0 fiir alle bis auf endlich viele i € No}
i€Np

die Menge der Polynome mit Koeffizienten aus R.! Auf R[X] erkldren wir eine Addition und

Multiplikation wie folgt
Z a; X'+ Z b X' = Z(ai + bz')Xiv

1€Ng 1€Np 1€Np
E CLZ')(Z . E bZXl = E CiXZ,
1€Np 1€Np 1€Np

wobei ¢; := Zmer +s—i @rbs. Man rechnet nach, dass R[X| ein kommutativer Ring ist. Wir nen-
nen R[X]| den Polynomring in X iiber R. Die Abbildung

R— R[X];a~a-X°

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Im Folgenden fassen wir daher R Teilring von R[X] auf
und schreiben a anstatt a - X©°.

"Polynome sind hier formale Summen und keine Abbildungen, es gibt also eine natiirliche bijektive Abbildung zwi-
schen R[X] und der Menge der R-wertigen Folgen mit endlichem Trager

(a:No — R) > Y a: X",

=0
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Definition. Fiir ein Polynom f =}, ;X " € R[X] heifit

deg(f) ::{ max{iei\lgol a; # 0} :§i8

der Grad des Polynoms f. Gilt f # 0, so heifdt aqeq(s) der Leitkoeffizient von f. Weiter heifst f
normiert, falls ageq(p) = 1 gilt.

Beispiele.
(1) Das Polynom 7X° + 4X? + 5 € Z[X] hat Grad 6 und Leitkoeffizienten 7.
(2) Das Polynom (1 + (2))X + (1+(2))X € Z/(2)[X] hat Grad —oc.

Satz 4.1.1 (Die universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei ¢ : R — S ein Homomor-
phismus kommutativer Ringe und s € S. Dann gibt es genau einen Homomorphismus von Ringen
@s : RIX] — S mit

(i) ¢s(r) =(r) fiiraller € Rund

(ll) @s(X) = S.
Beweis. Ist 1) ein Homomorphismus mit obigen Eigenschaften, so gilt
WX =Y () (X)) = (r)s’
i=0 =0 =0

fiir alle Polynome Y"1 ;X € R[X]. Insbesondere existiert htchstens ein Homomorphismus mit
obigen Eigenschaften, und wir definieren notwendigerweise

m m
Ps: R[X] — S ; ZriXi — ng(ri)si.
=0 =0

Man rechnet nun nach, dass ¢, ein Ringhomomorphismus ist. O
4.2 Nulistellen

In diesem Abschnitt studieren wir Nullstellen von Polynomringen.

Satz 4.2.1. Sei R # {0} ein kommutativer Ring.
(1) Esgilt deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} fiiralle f,g € R[X].

(2) Esgilt deg(fg) < deg(f) + deg(g) fiiralle f,g € R[X].
(3) Ist R ein Integrititsbereich, so gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g) fiiralle f,g € R[X].
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(4) Ist R ein Integrititsbereich, so ist R[X| ein Integrititsbereich und es gilt R[X|* = R*.

Beweis. Wir beweisen lediglich (4). Es seien f, g € R[X]| mit fg = 0. Dann gilt nach (3)

—00 = deg(fg) = deg(f) + deg(g)

und somit f = 0 oder g = 0.
Klar ist R* C R[X]*.Sei f € R[X]* und g € R[X]| mit fg = 1. Mit (3) folgt 0 = deg(f) + deg(g),
das heifst f, g € R und somit f € R*. O

Wie fiir Polynomringe iiber Kérpern (siehe [5, (7.1.12)]) liefert das Verfahren der Polynomdivision:

Satz 4.2.2 (Division mit Rest). Sei R # {0} ein kommutativer Ring sowie g € R[X] \ {0} ein
Polynom, sodass der Leitkoeffizient eine Einheit ist. Dann existieren zu jedem Polynom f € R[X]
eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[X| derart, dass f = qg + r mit deg(r) < deg(g) gilt.

Korollar 4.2.3. Sei R # {0} ein kommutativer Ring. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(1) R[X] ist ein euklidischer Ring.
(2) R[X] ist ein Hauptidealring.
(3) R ist ein Korper.

Beweis. (1) = (2). Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.4.3.

(2) = (3). Der Hauptidealring R[X] ist insbesondere ein Integritatsbereich. Damit ist R C R[X]
ebenfalls ein Integritdtsbereich. Nach Satz 4.1.1 gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : R[X] —
R mit ¢(r) = r fur alle r € R und $(X) = 0. Damit ist ¢ surjektiv und wegen R[X]/ker ¢ = R ist
p := ker ¢ ein Primideal von R[X] nach Lemma 3.2.5. Wegen X € p folgt p # {0}. Da R Haupt-
idealring ist, liefert Satz 3.4.5 die Maximalitdt von p. Erneute Anwendung von Lemma 3.2.5 zeigt,
dass R = R[X]/p ein Korper ist.

(3) = (1). Nach Satz 4.2.1 ist R[X] ein Integritdtsbereich. Wir definieren

R[X]\ {0} — No, f > deg(f).

Nach Satz 4.2.2 ist dies eine geeignete Gradfunktion, da R ein Korper ist und damit fiir jedes
Polynom g € K[X] \ {0} der Leitkoeffizient eine Einheit ist. O

Definition. Sei f = > I ja;X* € R[X]\ {0}. Ein Element r € R heifit Nullstelle von f, falls
> pair’ = 0 gilt. Die Menge der Nullstellen von f in R sei mit Zg(f) bezeichnet.

Furr € R sei

n n
ev,: R[X] — R; ZaiXi > Zairi
i=0 i=0
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der nach Satz 4.1.1 eindeutig bestimmte Homomorphismus mit ev,(a) = a fiir alle ¢ € R und
ev,(X) = r. Der Homomorphismus ev, heifst Auswertungs- oder Einsetzungshomomorphismus
inr.

Es ist r € R eine Nullstelle von f € R[X] genau dann, wenn ev,(f) = 0 gilt. Fiir ein beliebiges
Polynom f =>"" ja; X ‘und r € R schreiben wir von nun an

f(r):=ev.(f) = Zairi € R.
i=0

Satz 4.2.4. Sei R ein Integrititsbereich. Dann besitzt jedes Polynom f € R[X]\{0} hochstens deg(f)
Nullstellen.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach deg(f), wobei der Fall deg(f) = 0 trivial ist. Gilt deg(f) >
0 und ist r eine Nullstelle von f, so gibt es nach Satz 4.2.2 ¢q,a € R[X] derart, dass f = ¢(X —r)+a
mit a = 0 oder deg(a) < deg(X — a) = 1 gilt. Zudem haben wir

0=f(r) =evr(¢(X —7r) +a) = evr(q) evr (X — 1) +evr(a) = q(r)(r —7) + a(r) = a(r).

Wir schlieffen damit @ = 0. Da R ein Integritatsbereich ist, erhalten wir mit Satz 4.2.1 deg(q) =
deg(f)— 1. Weiter gilt Zr(f) = Zr(¢) U{r}. Die Induktionsannahme liefert uns damit die Behaup-
tung. [

Beispiele. (1) Das Polynom X 2 + 1 besitzt in R keine Nullstelle, in C hingegen gilt X 241 =
(X — ) (X +19).

(2) Das Polynom (X — 1)(X — 2)? € Z[X] hat die Nullstellenmenge {1, 2}.

Satz 4.2.5. Es sei K ein Korper und U C K* eine endliche Untergruppe. Dann ist U zyklisch.

Beweis. Es sei g € U ein Element maximaler Ordnung n € N. Nach Satz 2.3.3 gilt ord(u) | n fiir alle
ue U,daU C K* abelschist. Also gilt (9) C U C Zg (X" —1). Nach Satz 4.2.4 enthédlt Zx (X" —1)
hochstens n Elemente. Mitn = |(g)| < |U| < |Zg(X™ —1)| = n folgt (g) = U. O

Definition. (1) Sei f € R[X] \ {0} ein Polynom und r € R eine Nullstelle von f. Dann gilt
(X —7)|f und nach Satz 4.2.1 existiert ein n(r) € Negeg(y) mit (X —r)")|fund (X —r)™)+1

f. Dann heifit n(r) die Vielfachheit der Nullstelle . Eine Nullstelle r heif3t einfach, falls
n(r) =1 gilt.

(2) Sei f =31 ya; X" € R[X]. Dann heif3t
fi=> ia; X! € R[X]
i=1

die Ableitung von f.
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Satz 4.2.6. Sei K ein Korper, a € K eine Nullstelle des Polynoms f € K[X] \ {0}. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) n(a) =1

(2) f'(a) #0.
Beweis. (1) = (2). Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom ¢ € K[X] mit f = ¢(X — a) und
q(c) # 0. Die Produktregel liefert f’ = ¢/(X — ) + ¢. Damit erhalten wir f/(«) = g(a) # 0.

(2) = (1). Sei nun n(a) > 2. Dann gilt n(a) —1 > 1. Wir schreiben f = ¢(X — )™ mit g(«a) # 0.
Damit liefert die Produktregel

1= q/(X _ a)n(a) + n(a)g(X — a)n(a)—l
Es folgt f/(r) = ¢/(a)(a — a)™@ + n(a)g(o — a)"(@=1 =0, -
Beispiel. Sei K ein Korper, f = X" — 1 € K[X] mitn > 2. Dann gilt f' = nX""". Ista € K eine

Nullstelle von £, so folgt a® = 1 und f'(a) = na™ . Die Annahme f’(a) = 0 fithrt zu n1 = 0 und
damit char(K)|n. Andernfalls ist a eine einfache Nullstelle von f.

4.3 Irreduzible Polynome

In diesem Abschnitt untersuchen wir Polynome in Z[X] und Q[X] auf Irreduzibilitat. Es sein € Ny
und ag, ...,a, € Z mit a; # 0 fir mindestens ein ¢ € {1,...,n}. Da Z faktoriell ist und Z* =
{—1,1} gilt, existiert nach Lemma 3.4.9 genau ein grofiter gemeinsamer Teiler 0 # g € N von
ai, ..., an. Im Folgenden schreiben wir ggT(ay, . . ., a,) fir diesen grofiten gemeinsamen Teiler.

Definition. Essei 0 # f = >""" ja; X" € Z[X] ein Polynom.
(1) Die nattirliche Zahl ¢(f) := ggT(aqg, ..., a,) € N hei3t Inhalt von f{.

(2) Das Polynom f heifst primitiv, falls ¢(f) = 1 gilt.

Beispiel. (1) Essei f = > I ja; X" € Z[X] und b; € Z die eindeutig bestimmten Elemente mit
bi - ¢(f) = a;. Das Polynom fy := Y1 b, X" € Z[X] erfiillt
(i) f = c(f)fo, und

(i) fo ist primitiv: Es sei ¢ € N ein Teiler aller b;. Dann ist ¢ - ¢(f) ein Teiler von b; - ¢(f) = a;
fur alle i € {0,...,n}. Damit gilt (¢ - ¢(f)) | ggT(ao,...,an) = c(f). Es folgt ¢ = 1, da
ceN.

(2) Das Polynom f := —60- X3 —20- X2+ 100X hat den Inhalt ¢(f) = ggT(—60, —20, 100) = 20.
Es gilt f =20 (—3X3 — X2 +5X).
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(3) Ein Polynom 0 # a X" € Z[X] ist genau dann irreduzibel, wenn a € Z irreduzibel (also prim)
ist, das heifst a € £P gilt.

(4) Essei f € Z[X] mit deg(f) > 1 irreduzibel. Gilt ¢(f) # 1, soist f = ¢(f) fo eine Zerlegung in
zwei Nichteinheiten. Damit muss ein irreduzibles Polynom von Grad > 1 primitiv sein.

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht, wie schon f = X? zeigt.

Lemma 4.3.1. (1) Esseip € Z. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) p € Z ist ein Primelement.

(ii) p € Z[X] ist ein Primelement.

(2) Sind f,g € Z| X primitiv, so ist f - g primitiv.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. p € {—1,0, 1} annehmen.

(1) (i) = (ii). Esist p := (p)z ein Primideal in Z. Wir betrachten die kanonische Projektion 7 :
Z — 7 /p sowie den induzierten Homomorphismus 7* : Z[X] — (Z/p)[X]. Sei g € ker 7%,
g=>",r:X" Dann gilt

0=n"(g) =Y m(r)X’
i=0
und daher r; € kerm = p fiir 0 < i < n. Wir schreiben r; = s;p und setzen h := > ; s; X i,
Dann gilt g = ph und somit ist ker 7 = (p)zx] das von p in Z[X] erzeugte Ideal. Also

induziert 7* einen Isomorphismus Z[X]/(p)zx) — (Z/p)[X]. Da Z/p ein Integritétsbereich
ist, gilt dies nach Satz 4.2.1 auch fiir (Z/p)[X]. Damit ist (p)zx) ein Primideal und p in Z[X]
ein Primelement.

(ii) = (i). Es seien a,b € Z mit p | ab in Z. Damit wird ab auch von p in Z[X] geteilt und
wir finden nach Voraussetzung 0.B.d.A. h € Z[X] mitp - h = a. Es folgt deg(h) = deg(p) +
deg(h) = deg(ph) = deg(a). Insbesondere gilt h € Z.

(2) Ist f-g nicht primitiv, soist ¢(f-g) € N>9 keine Einheitund f-g = ¢(f-g)-(f-¢)o. Da Z faktoriell
ist, existiert p € Z Primelement mit p | ¢(f - g). Nach (1) ist p € Z[X] ein Primelement. Es gilt
ple(f-9)-(f-9)o=f ginZ[X]. Esfolgtp| f oder p | g, ein Widerspruch.

O

Satz 4.3.2. Essei 0 # f € Z[X].

(1) Ist f = fi---fo mit f1,...,fn € Q[X], so existieren g1,...,g, € Z[X] primitiv und
)\1,...,)\n€Q>0mit
fi:)\i~giund)\::)\1~->\neN.

(2) Ist f primitiv und g € Z[X| mit f |g;x] 9, 50 gilt f |z1x] g-
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Beweis.

(1) Furi e {1,...,n} seim; € N der Betrag des Produkts der Nenner der Koeffizienten # 0 von
fi- Dann ist m; f; € Z[X], d; := ¢(m;f;) € N und es existiert g; € Z[X] primitiv mit m, f; =
c(mifi)g; = d;g;- Wir setzen \; := % € Qsg,m:=mimy---my € Nundd := didy---d,, € N.
Esgilt A\ -...- A\, = %. Weiter ist

mf = (mifi)(mafa) - (Mnfn) = dgiga--- gn.

Da g1, ..., g, primitiv sind, gilt mit Lemma 4.3.1 auch ¢(g192 - - - g») = 1 und wir erhalten

m deN
me(f) " e(mf) = c(dgige - gn) = de(grge - gn) = d.
Dasheifst A ;= Ay ... A, = % _ me(f) _ o(f) € N.

m

N

o)

(2) Essei h € Q[X] mit f - h = g. Nach (1) existieren Zerlegungen f = A;f' und h = \,h’ mit
Af, An € Q5o und f/,h' € Z[X] primitiv und AfA, € N. Da f primitiv ist, gilt \; = 1 und
damit A\, € N. Wir erhalten h = A\yh € Z[X].

O

Satz 4.3.3. Der Ring Z[X] ist faktoriell.*

Allgemeiner lasst sich zeigen, dass fiir einen Integritédtsbereich R der Polynomring R[X] genau dann faktoriell
ist, wenn R faktoriell ist. Wir haben uns auf Z beschrankt, da wir das allgemeinere Resultat nicht benttigen.
Der Beweis ist sehr dhnlich zum dem vorgestellten Beweis. Dabei wird Q durch den Quotientenkorper von R
ersetzt.

Beweis. Es sei 0 # f € Z[X] keine Einheit. Nach Satz 3.4.5(2) reicht es zu zeigen, dass f ein
Produkt von Primelementen in Z[X] ist. Dabei unterscheiden wir zwei Fille.

(1) Giltdeg(f) =0,soist f € Z und da Z faktoriell ist, finden wir eine Zerlegung f = pip2 - - pn
in Primelemente in Z. Nach Lemma 4.3.1 sind diese auch Primelement in Z[X].

(2) Es sei deg(f) > 1. Da f € Q[X] als euklidischer Ring faktoriell ist, finden wir eine Zerle-
gung f = fifa2--- f, in Primelemente in Q[X]. Anwendung von Satz 4.3.2 liefert primitive
Elemente g1,...,9, € Z[X]und A1,..., A\ € Qso

fi = \iGi und A := Mg --- A, €N
Wie in (1) zerlegen A = ¢1¢2 - - - g, als Produkt von Primelementen in Z[X| und erhalten

f=Xg192" 90 = 1G2 - Gm9192 - - Gn-

Esseii € {1,...,n} und p,q € Z[X| mitg; | p-¢q. Da g; = A;lfi gilt, ist g; € Q[X] ein
Primelement und es folgt 0.B.d.A. g; ]@[ x] pin Q[X]. Da g; auch primitiv ist, liefert Satz 4.3.2
uns g; |zx) p- Also ist p; ein Primelement.

O]

Bemerkung 4.3.4. Da Z und Z[X| beide faktorielle Ringe sind, sind die Primelemente genau die
irreduziblen Elemente (siehe Satz 3.4.5).
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Korollar 4.3.5. Es sei 0 # f € Z[X]. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) f € Z[X] ist irreduzibel.

(2) deg(f) = 0und f € Z ist irreduzibel, oder deg(f) > 0 und f ist primitiv und als Element in
Q[X] irreduzibel.

Beweis. Nach Lemma 4.3.1 miissen wir nur den Fall deg(f) > 1 betrachten.

(1) = (2). Nach Beispiel (4) ist f primitiv. Wir schreiben f = pg € Q[X]. Es sei A € N mit
Ap € Z[X] und Ap primitiv. Dann gilt f = (Ap)(A™'q). Wir erhalten mit Satz 4.3.2 \™1q € Z[X],
also gilt 0.B.d.A. Ap € Z[X]|* = {—1,1}. Das heifit p € Q \ {0} ist eine Einheit. Damit ist f in Q[X]
irreduzibel.

(2) = (1). Es sei deg(f) > 1 und f primitiv und irreduzibel in Q[X]. Es sei weiter f = pq € Z[X].
Da f irreduzibel in Q[X] ist, gilt 0.B.d.A.p € QX|*NZ[X] = (Q\{0})NZ = Z\ {0}. Da f primitiv
ist, folgt 1 = ¢(f) = c(pq) = |p|c(q). Das heifit [p| = 1 und p € {—1, 1} ist eine Einheit. O

Beispiel.
(1) f =2 =2X"istirreduzibel in Z[X] aber nicht in Q[X], da Q[X]* = Q\ {0}.
(2) f =4X"ist weder in Z[X] noch in Q[X] irreduzibel.
(3) f = Xistin Z[X] und Q[X] irreduzibel.
(4) f = 2X istnichtin Z[X] aber in Q[X] irreduzibel.

Satz 4.3.6 (Kriterium von Eisenstein). Essei f = > I, a; X" € Z[X] ein primitives Polynom vom

Grad n > 1. Ist p € P eine Primzahl mit p|a; fiir 0 < i < n — 1 und p { a,, sowie p* { ag. Dann ist f

irreduzibel in 7| X| und Q[X].
Beweis. Es seien g,h € Z[X] mit f = gh. Wir schreiben g = S>F ;X" und h = 3¢_, ¢; X? mit
by # 0 # ¢p. Es gilt p | ag = bocp und damit 0.B.d.A. p | by, da p ein Primelement ist. Mit p? 1 ag
folgt p t co. Weiter gilt p 1 a,, = bic, und damit p { b;. Wir finden also 1 < m < k < n minimal mit
P 1 by Es gilt

am = bocrm + bicm—1 + bacy—2 + - -+ + bp—1c1 +bpco

wird von p geteilt

wobei ¢; := 0 fiir ¢ > ¢. Weiter gilt p { by, co, da p ein Primelement ist. Es folgt p t a,,. Nach Voraus-
setzung folgt n = m < k < n. Das heifit k = deg(g) = n und deg(h) = deg(f) — deg(g) = 0. Damit
isth € Z\ {0} und 1 = ¢(f) = c(gh) = |h|c(g). Damit gilt h € {—1,1} und wir schlieflen, dass h
eine Einheit ist. Damit ist f irreduzibel in Z[X]. Die Irreduzibilitat in Q[.X] folgt aus Korollar 4.3.5.
O

Beispiel. (1) Essei f := X3+ 3X? + 15. Esist f primitiv und nach Eisenstein mit p = 3 irredu-
zibel in Z[X| und Q[X].
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(2) Esist g := 2X3 + 6X? + 30 nicht primitiv. Insbesondere ist g nicht irreduzibel in Z[X]. Wir
zerlegen g = ¢(g)go = 2f. Nach (1) ist f irreduzibel in Q[X]. Da 2 eine Einheit in Q[X] ist, ist
2f = g auch in Q[X] irreduzibel.

(3) Das Polynom h := $ X3 + 3X% 4+ L € Q[X] \ Z[X] erfiillt b = J f. Nach (1) ist f irreduzibel
in Q[X]. Da 1 € Q[X] eine Einheit ist, ist damit auch h irreduzibel.

(4) Da Polynom X2+ 1 ist irreduzibel in Q[X] und Z[X] (also auch primitiv in Z[X]). Das Eisen-
steinkriterium ist aber nicht anwendbar.
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5 Elementare Theorie der Korpererweiterungen

5.1 Korpererweiterungen

Definition. Sei L ein Korper. Ein Unterring K C L heifit Teilkorper, falls z~! € K fiir alle
z € K\ {0} gilt. Dann nennt man L einen Erweiterungskorper von K und spricht von einer
Korpererweiterung L : K.

Beispiele.
(1) R: Q ist eine Korpererweiterung.

(2) C: Risteine Korpererweiterung.

Diese beiden Erweiterungen unterscheiden sich in fundamentaler Weise: Ist allgemein L : K eine
Korpererweiterung, so erhdlt L durch

rw:=rv furaller e K,ve L

die Struktur eines K-Vektorraums. Es gilt dimg C = 2, da (1, ¢) eine R-Basis von C ist.
Angenommen, dimg R < oco. Dann gilt R = Q" fiir ein n € N und somit wire die Menge R
abzdhlbar, ein Widerspruch.

Definition. Sei L ein Korper, K C L ein Teilkorper, S C L eine Teilmenge. Dann bezeichnet

K(S):= N K’

KUSCK'CL Teilkorper

den kleinsten Teilkorper von L, der K U S enthalt. Ferner bezeichnet K[S] := (\xsc pc L, Teilring 22
den kleinsten Unterring von L, der K U S enthdlt. -

Lemma 5.1.1. Sei L : K eine Korpererweiterung, S C L eine Menge. Dann ist K (.S) isomorph zum
Quotientenkorper Q(K[S]).

Beweis. Da K[S] C L ein Integritdtsbereich ist, existiert der Quotientenkorper Q(K[S]). Der
Korper K (5) ist ein Unterring von L, der K U S enthdlt. Daher folgt K[S] C K (.S). Fiir die kanoni-
sche Inklusion « : K[S] — K(95) gilt a(x) € K(S)* firjedes x € K[S]\ {0}. Damit existiert nach
Satz 3.3.3 ein Homomorphismus 3 : Q(K[S]) — K(S) mit 5(7) = a(z) fir alle z € K[S]. Da
Q(KS]) ein Korper ist, ist 5 nach Satz 3.2.1 injektiv. Also ist 5(Q(K[S])) ein Teilkorper von K (S),
der K U S enthdlt. Es folgt S(Q(K[S])) = K(S) und damit ist 8 der gewtinschte Isomorphismus.
O
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Definition. Sei L ein Korper mit Teilkérpern K und S = {ay,...,a,} C L.
(1) Wir schreiben KJai,...,a,| == K[S] sowie K(ay,...,a,) = K(S).

(2) Der Korper
P(L) := N A4

ACL Teilkorper

heifit der Primkorper von L.

Lemma 5.1.2. Sei L ein Korper. Dann gilt:
(1) Ist char(L) =p > 0,s0gilt P(L) = Z/(p).
(2) Ist char(L) =0, so gilt P(L) = Q.
Beweis. Wir betrachten den Ringhomomorphismus ¢ : Z — P(L) ; n — nl. Dann gilt nach
Lemma 3.2.4 ker ¢ = (char(L)) und char(L) = 0 oder char(L) ist eine Primzahl.

(1) Istchar(L) eine Primzahl p, so ist Z/ ker ¢ = Z/(p) nach Satz 3.2.3 ein Korper. Also ist im ¢ =
Z/(p) ein Teilkorper von P(L) (und damit von L) und wir erhalten im ¢ = P(L).

(2) Gilt char(L) = 0, so liefert Korollar 3.3.4 einen injektiven Homomorphismus Q — P(L)
und damit wie im ersten Teil Q = P(L).

O]

5.2 Endliche Korpererweiterungen

Definition. Sei L : K eine Korpererweiterung. Dann heifst [L : K] := dimg L der Grad der
Erweiterung L : K. Die Korpererweiterung L : K heifst endlich, falls [L : K] < cc.

Satz 5.2.1 (Turmformel). Sei L : K eine Korpererweiterung.

(1) Ist V' ein L-Vektorraum mit Basis (vj)jc; und ist (a;);cr eine Basis von L iiber K, so ist
(aivj) (i j)erx.s eine Basis des K-Vektorraums V und es gilt

dimg V =dimy V[L : K].

(2) Ist L' : L eine Korpererweiterung, so gilt [L' : K] = [L' : L][L : K].

Beweis.
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(1) Seiv € V. Da (v;)jes eine Basis von V {tiber L ist, gibt es (z;)jes, ; € L und x; = 0 fiir
alle bis auf endlich viele j € J mitv = ) ._ ; x;v;. Ebenso schreiben wir z; = } . _; A;ja; mit
Aij € K. Damit folgt also

V= ZZ)\ijaivj S <{aﬂ}j | (’L,j) el x J})

jeJ iel

jeJ

Es seien nun v;; € K mit v;; = 0 fiir alle bis auf endlich viele (4, j) € I x J gegeben derart,

dass
0= ijaiv;.
(4,9)

0= Z(Z ’yijai)vj.

jeJ el

Dann gilt also

Da die v; linear unabhéngig sind, folgt

Z%‘jai =0 Vjeld
el

Die lineare Unabhiangigkeit der a; liefert dann v;; = 0 fiir alle (4,5) € 1 x J.

Damit ist (a;v;)(; j)erx.s eine Basis von V {iber K und es gilt

dimg V = |I x J| = |I]|J| = [L : K]dimy, V.

(2) Aus (1) folgt [L' : K] =dimy L'[L : K] = [L' : L][L : K].

Definition. Sei L : K eine Korpererweiterung und a € L. Es heifst a algebraisch iiber K, falls es
ein Polynom f € K[X]\ {0} mit f(a) = 0 gibt. Andernfalls heifst a € L transzendent iiber K.

Beispiele. Wir betrachten die Korpererweiterung R : Q.
(1) Die irrationale Zahl /2 ist als Nullstelle des Polynoms X? — 2 € Q[X] algebraisch iiber Q.
(2) Ein beriihmter Satz von Lindemann-Weierstrass besagt, dass = € R transzendent tiber Q ist.

(3) Das Element o := /2 + /3 € R ist auch algebraisch iiber Q. Um ein entsprechendes Poly-
nom zu finden, berechnen wir zunichst o2 = 2 + v/3 und dann o* = 7 + 4v/3. Damit gilt
a* — 4a = —1. Damit erfiillt f := X4 — 4X?2 + 1 € Q[X] die Gleichung f(a) = 0.

Definition. Sei L : K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K ist. Dann existiert
ein Polynom y, € K[X]\ {0} mit folgenden Eigenschaften.

(a) ,U«a(a) = O/
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(b) deg(ua) < deg(f) fiiralle f € K[X]\ {0} mit f(a) =0,
(c) pgq ist normiert.

Das Polynom f, € K[X] ist eindeutig bestimmt und heifst das Minimalpolynom von a.

Lemma 5.2.2. Sei L : K eine Korpererweiterung sowie a € L algebraisch iiber K. Dann ist p,
irreduzibel, {1, a, .. .,a%°8"ea)=1} ist eine Basis des K-Vektorraums K|[a] und es gilt K[a] = K(a).
Insbesondere gilt also [K (a) : K] = deg(itq)-

Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus ev, : K[X| — K(a) ; f — f(a). Dann gilt
imev, = K[a]. Da K[X] nach Korollar 4.2.3 ein Hauptidealring ist und a € L algebraisch tiber K
ist, gibt es f, € K[X]\ {0} mit kerev, = (f,). Wegen p, € kerev, existiert ein 0 # g € K[X| mit
ta = Gfq. Damit folgt deg(u,) = deg(g) + deg(f,) > deg(fq) und da p, € ker ev, nach Definition
minimalen Grad hat, erhalten wir deg(x,) = deg(f,) und somit deg(g) = 0. Also folgt kerev, =
(fa) = (ka)-

Die Homomorphiesétze liefern nun einen Isomorphismus K [X|/(u,) = Kla] € K(a). Damit ist
K[X]/(11q) ein Integritdtsbereich und (1) # {0} ein Primideal. Insbesondere ist 1, also irreduzi-
bel. Weiter liefert uns Satz 3.4.5, dass K[X]/(j,) ein Korper ist. Das heifst K[a] = K(a).

Direktes Nachrechnen zeigt das {1, q, ..., a8 e)=1} eine Basis des K-Vektorraums K [a] ist und
damit [K(a) : K| = deg(jq)- O

Satz 5.2.3. Sei L : K eine Korpererweiterung, a € L ein Element. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) Das Element a € L ist algebraisch iiber K.
(2) K(a) = Klal.

(3) Die Korpererweiterung K (a) : K ist endlich.

Beweis. (1) = (2). Dies wurde in Lemma 5.2.2 gezeigt.

(2) = (3). Fiir a = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun a # 0. Dann liefert (2) uns a ! € K|a], also existiert
f € K[X]\ {0} mita~! = f(a). Damit ist a Nullstelle des Polynoms g := Xf — 1 € K[X] \ {0}.
Wir wenden Lemma 5.2.2 an.

(3) = (1). Da dimg K (a) < oo gilt, gibt es ein n € N derart, dass {1,a,d?, ..., a"} linear abhingig
ist. Also existiert (1o, ...,7,) € K"\ {0} mit

Z riat = 0.

=0
Esistdaher f:= )" ,r; X’ € K[X]\ {0} ein Polynom mit f(a) = 0. O
Beispiel. Wir betrachten v/d € R fiir ein d € N sowie f; := X2 — d € Q[X]. Wegen f4(+/d) = 0 ist

V/d algebraisch iiber Q. Es folgt mit Lemma 5.2.2: 1 < [Q(v/d) : Q] = deg(uq) < deg(fs) = 2. Es
folgt [Q(v/d) : Q] = 2 genau dann, wenn d keine Quadratzahl ist.
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5.3 Algebraische Korpererweiterungen

Definition. Eine Korpererweiterung L : K heifit algebraisch, falls jedes Element a € L algebraisch
tiber K ist.

Beispiele. (1) Sei L : K eine endliche Korpererweiterung. Fiir a € L gilt [K(a) : K] < [L : K]
und Satz 5.2.3 zeigt, dass a algebraisch {iber K ist. Also ist L : K algebraisch.

(2) Die Erweiterung R : Q ist nicht algebraisch, da 7 nicht algebraisch tiber Q ist. Man kann dies
aber auch ohne den Satz von Lindemann einsehen.

Satz 5.3.1. Sei L : K eine Korpererweiterung.
(1) Gilt L = K(a1,...,ay),soist L : K algebraisch genau dann, wenn L : K endlich ist.

(2) Sei K C K' C L ein Zwischenkorper. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(a) Die Erweiterungen L : K' und K' : K sind algebraisch.
(b) Die Erweiterung L : K ist algebraisch.

(3) Die Menge R
L :={x € L | zistalgebraisch iiber K}

ist ein Zwischenkorper von L : K und heif$t algebraischer Abschluss von K in L.

Beweis.

(1) Furi € {1,...,n}ista, algebraisch tiber K und damit auch tiber dem Korper K (a1, ..., ai—1).
Wegen K (ai,...a;) = K(a1,...a;—1)(a;) folgt aus Satz 5.2.3 damit die Endlichkeit der Erwei-
terung K (a1, ...,a;) : K(a1,...,a;—1) fir 1 <i < n.Nun liefert Satz 5.2.1

L:K]=]]K(ar,...,a): K(as,...,a;1)] < o0.
i=1
Da endliche Erweiterungen stets algebraisch sind, folgt die Behauptung.

(2) Esseien L : K/, K' : K algebraisch und a € L. Dann existiert f € K'[X] \ {0} mit f(a) = 0.
Wir schreiben f = Y ;. X’. Dann ist a algebraisch tiber K (ro,...,r,) € K'. Nach (1)
ist die Erweiterung K (ro,...,r,) : K endlich. Damit ist nach Satz 5.2.1 und Satz 5.2.3 die
Erweiterung K (ro, ..., s, a) : K ebenfalls endlich und a ist algebraisch tiber K.

Seinun L : K algebraisch. Dann folgt unmittelbar, dass L : K’ und K’ : K algebraisch sind.

(3) Seien ,y € L. Dann ist y algebraisch tiber K (z). Nach Satz 5.2.3 folgt [K (z,y) : K(z)] < co
und [K(z) : K] < co. Also liefert Satz 5.2.1, dass K (x,y) : K eine endliche Erweiterung ist.
Wegen = +y, vy, 7t € K(z,y) folgt mit Satz 5.2.3, dass diese Elemente zu L gehoren. Damit
ist L ein Teilkorper von L, der zudem K enthalt.

O]
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Satz 5.3.2 (Kronecker Konstruktion). Sei K ein Korper und f = > 1 ja; X" € K[X] ein irredu-
zibles Polynom vom Grad n € N. Dann existiert ein Korper K C L in dem f eine Nullstelle besitzt
mit [L : K] = deg(f).

Beweis. Wir betrachten dazu den Ring L := K[X]/(f). Da f ein Primelement ist, ist (f) ein Prim-
ideal von K[X] und L nach Satz 3.4.5 und Satz 3.2.3 ein Korper. Wir betrachten den injektiven
Homomorphismus von Ringen

m: K — K[X]/(f); a— a+(f)
und fassen K = im 7 als Unterkorper von K[X]/(f) auf.! Dannist a := X +(f) € L eine Nullstelle
des Polynoms f = Y"1  7(a;)T" € L[T], da

fla) = Z ala—ZalXZ =f+(f)=0r.

=0

Es seinun g + (f) € L[T]. Da f # 0 gilt, finden wir eine Darstellung g = ¢f + r mit ¢, € K[X]
und 7 = 0 oder 0 < 7 < deg(f). Wir schreiben 7 = 37" b; X mit by, ..., b,_1 € K und erhalten

g+ () =af +r+(f) = Zle

Damit ist {17, X + (f),..., X" ! + (f)} ein K-Erzeugendensystem von L. Sind cy, ...,c,—1 € K

mit )
n—
OL:ZCZ X+ = ZC’ ),
i=0

dann ist h := 2?2—01 ¢; X" € (f) und damit ein Vielfaches von f. Mit deg(f) > deg(h) folgt h = 0.
Alsoist {17, X + (f),..., X" 1 + (f)} eine K-Basis von L und [L : K| = n = deg(f). O

Beispiel. Das Polynom X? + 1 € R[X] ist irreduzibel. Die Konstruktion liefert den Korper L :=
R[X]/(X2%+1) mit R-Basis {17, X+ (X?+1)}. Das Element X +(X?2+1) € Lerfiillt (X +(X?+1))? =
X2+ (X%241)= -1+ (X%2+1) = —1p,da X? +1 € (X% 4 1). Damit liefert die Konstruktion einen
Korper in dem eine Wurzel aus —1 existiert.

!Wir wollen uns hier einmalig klarmachen, dass obige Identifikation von K mit 7(K) und f mit f keine Ein-
schrankung ist. Zunichst wihlen wir eine Menge K C A zusammen mit einer Bijektion ¢: A — L, sodass |k =7
gilt. Nun definieren wir auf A zwei Operationen +,-: A x A — A durch

a+b:=9 " (p(a) +¢(b) und a-b:= o (p(a)p(b)).

Auf diese Weise erhilt (A, +, -) die Struktur eines Korpers. Weiter ist

n n
= Za,«p_l(a)i = Zaiga 1 a Zcp w(a;) az
i=0 i=0

TR ela)a’) =9 (f(@) = ¢ (00) = ¢ (On(x)) = O = Oa.
i=0
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Definition. Esseio: K — K’ ein Korperisomorphismus.

(1) Wir bezeichnen mit o*: K[X]| — K'[X] den eindeutig bestimmten Isomorphismus von
Ringen (vgl. Satz 4.1.1) gegeben durch o*|x = o und o*(X) = X.

(2) Sind L: K, L': K' Kérpererweiterungen, so heifit ein Isomorphismus von Kérpern ¢: L —
L' heilt Fortsetzung von o, falls ¢|x = o gilt.

Lemma 5.3.3 (Fortsetzungslemma). Es seien L: K,L': K' Korpererweiterungen und o: K —
K’ ein Isomorphismus von Korpern. Weiter sei a € L algebraisch iiber K mit Minimalpolynom p,
und o’ € L' eine Nullstelle von o*(uu,) € K'[X]. Dann existiert genau eine Fortsetzung ¢: K(a) —
K'(a") von o mit p(a) = o'. Wir sind also in folgender Situation:

L i
K(a) ff%K’(a’
K—7 K.

Beweis. Wir nehmen an, dass ¢ : K(a) — K'(a’) eine Fortsetzung von ¢ mit ¢)(a) = ' ist. Es
sei x € K(a) = K|a] (siehe Satz 5.2.3), dann existiert f € K[X] mit f = > I ;A\, X’ und f(a) =
Notwendigerweise gilt

P(x) = ZML = o)) =" (f)(@).
=0

Wir definieren daher
p: K(a) — K'(d); f(a) = o™ (f)(d).
Dies ist wohldefiniert: Gilt f(a) = g(a), soist f — g € kerev, = (ug) und f — g = pp, mit p €
K[X]. Wir erhalten o*(f)(a’) — 0™(9)(a) = o™ (f = g)(a') = 0™ (ppa) (@) = 0™ (p)(a') 0" (pta)(a) = 0.
Direktes Nachrechnen zeigt, dass ¢ ein Homomorphismus von Ringen ist. Die Umkehrabbildung
ist gegeben durch
p~' K'(a) — K(a) ; h(d') = (7 1)*(h)(a).

*Es ist @’ nach Voraussetzung algebraisch. Weiter ist 1, = 0*(p1a), da 0*(j1a) normiert und irreduzibel ist und a ist
eine Nullstelle von o = (67 1)* (0™ (1ta)) = (071)* (itar)-
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5.4 Zerfallungskorper

Definition. Sei K ein Korper, f € K[X]\ K ein Polynom vom Grad m > 1. Ein Kérper L O K
heifdt Zerfallungskorper von f iiber K, falls es Elemente a;,...,a, € Lund ¢ € K \ {0} derart
gibt, dass

(1) f=c[["1(X — a;), das heift, f zerfallt tiber L in Linearfaktoren, und

(2) L=K(a,...,am)-

Satz 5.4.1. Es sei K ein Korper, f € K[X]\ K ein Polynom mit n := deg(f).
(1) Es existiert ein Zerfillungskirper K von f mit [K: K| < nl.

(2) Ist 0: K — K' ein Korperisomorphismus, sowie L und L' Zerfillungskorper von f bzw.
o*(f). Dann existiert eine Fortsetzung p: L — L' von o.

(3) Sind K, K Zerfillungskirper von f, so existiert ein Isomorphismus von Korpern p: K — K
mit g0| K = id K-

Beweis.

(1) Wir beweisen die Existenz tiber Induktionnachn € N.Istn = 1, soist K ein Zerfallungskorper
von f vom Grad [K: K] =1 = 1!. Esseinunn > 1. Da K[X] faktoriell ist, existiert ein Prim-
teiler p von f. Die Kronecker Konstruktion liefert nun eine Korpererweiterung L : K mit
[L : K] = deg(p) < n, sodass p mindestens eine Nullstelle in L besitzt. Diese sei mit a,, be-
zeichnet. Wir erhalten in L[X] die Zerlegung f = (X —a,)g mit deg(g) = deg(f)—1. Nach In-
duktionsvoraussetzung existiert ein Zerfallungskorper L’ von g tiber L vom Grad [L': L] <
(n — 1)!. Das heif3t es existiert ¢ € L\ {0} und ay,...,a,—1 € L' mitg = cH;le(X —a;). In
L'[X]giltalso f = ¢~ (X —a;). Damitist K := K(a1,...,a,) C L' ein Erweiterungskorper

von Kund [K: K] <[L": K]=[L':L]-[L: K] <(n—1)!-n=nl

(2) Wir beweisen die Existenz von ¢ nach Induktion tiber [L : K|, wobei der Fall [L : K| = 1 klar
ist. Es sei nun [L : K] > 1. Wie in (1) finden wir einen irreduziblen und normierten Faktor
pvon fund ¢ € K[X]| mit f = pg mit deg(p) > 2. Da f in L[X] in Linearfaktoren zerfillt,
finden wir a € L mit p(a) = 0. Es gilt 0*(f) = 0*(p)o*(¢). Damit besitzt ¢*(p) mindestens
eine Nullstelle ' € L'. Weiter ist p = p,. Nach Lemma 5.3.3 finden wir eine Fortsetzung
¢: K(a) — K'(d')vono: K — K'. Es gilt K(a) # K und damit gilt [L : K(a)] < [L : K]
nach der Turmformel. Es sind L und L’ Zerfallungskorper von f tiber K (a) bzw. K'(d’).
Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Fortsetzung ¢: L — L’ von ¢. Damit ist ¢
eine Fortsetzung von o.

(3) Dies folgt direkt aus (2) nach Anwendung auf 0 = idg: K — K.
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5.5 Normale Erweiterungen

Definition. Eine endliche Korpererweiterung L : K heifst normal, falls L der Zerfallungskorper
fiir ein Polynom f € K[X]\ K ist.

Bemerkung 5.5.1.

(1) Man muss in der Definition nicht fordern, dass L : K endlich ist. Dies folgt schon aus
Satz 5.3.1 (siehe auch Satz 5.4.1.

(2) Essei L der Zerfallungskorper von f € K[X]|\K tiber K.Ist K C Q C L ein Zwischenkérper,
dann ist auch L Zerfallungskorper von f aufgefasst als Polynom in Q[X]. Das heifit L : K
normal = L : ) normal.

Satz 5.5.2. Essei L : K eine endliche Erweiterung. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Die Erweiterung L : K ist normal.

(2) Jedes irreduzible Polynom p € K[X]\K, das in L eine Nullstelle besitzt, zerfillt in L vollstindig
in Linearfaktoren.

Beweis. (1) = (2). Es sei L der Zerféallungskorper von f € K[X]|\ K. Es sei p € K[X] irreduzibel
und a € L mit p(a) = 0. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass p normiert ist. Damit gilt p = p,. Es sei
L C M ein Zerféallungskorper von p (aufgefasst als Element in L[X]). Weiter sei b € M eine Null-
stelle. Nach Lemma 5.3.3 existiert ein K-linear Isomorphismus von Korpern ¢: K(a) — K(b)
mit p(a) = b. Esist L ein Zerfallungskorper von f tiber K (a) und L(b) € M ein Zerfallungskorper
von f tiber K(b). Da ¢ K-linear ist, gilt ¢*(f) = f. Nach Satz 5.4.1 existiert eine Fortsetzung
¥: L — L(b) von . Insbesondere ist ¢y K-linear und damit gilt dimg L = dimg L(b). Mit
L C L(b) folgt L = L(b), also b € L. Das folgende Diagramm veranschaulicht die Situation.

M M
- -5 L(b)
K(a) - 2+ K(b)
idg

K—X K
(2) = (1). Da L : K endlich ist, finden wir ay,...,a, € K mit L = K(ay,...,a,). Essei f :=

Hay Pas ** * Ha, das Produkt der Minimalpolynome der a;. Nach Voraussetzung, zerfillt jedes 4,
tiber L in Linearfaktoren und damit auch f. Weiter gilt

n

L=K(a,...,an) C K(ZL(f) = K(J Z1(pa;)) € L.
=1
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Das heifst L = K(Z1,(f)) und damit ist L Zerfallungskorper von f {iber K.
O

Beispiel. Wir betrachten die Erweiterung Q(v/2): Q, p := X* — 2 € Q[X] und « := V/2. Es gilt
p(a) = 0. Mit dem Kriterium von Eisenstein zeigt man, dass p := X* — 2 € Q[X] irreduzibel ist.
Weiter gilt Q(+/2) C R. Esist v/2-i € C \ R auch eine Nullstelle von p. Damit ist die Erweiterung
nicht normal.

Korollar 5.5.3. Sei L : K eine normale Korpererweiterung sowie a,b € L. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt einen Automorphismus o : L — L mit 0|k = id derart, dass o(a) = b gilt.

(2) pa = o

Beweis. (1) = (2). Es gilt 0 = o(pq(a)) = 0" (11a)(b) = pta(b). Damit folgt 11, = 1.
(2) = (1). Siehe Beweis von Satz 5.5.2. O

5.6 Lineare Unabhangigkeit von Kdorperhomomorphismen

Sei A eine Menge und K ein Korper. Dann erhilt die Menge Abb(A, K) der Abbildungen von A
nach K die Struktur eines K-Vektorraums durch

(p+¢)(a) :=p(a) +YP(a) ; (Ap)(a) :=Ap(a) furalle p,i) € Abb(A,K),a € A\ € K.

Satz 5.6.1. Es seien K', K Korper sowie o1, ...,0,: K' — K paarweise verschiedene Homomor-
phismen von Korpern. Dann ist {o1,...,0n,} € Abb(K', K) linear unabhingig iiber K.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung iiber Induktion nach n, wobei der Fall n = 1 klar ist. Es sei
dahern > 2und ay,...,a, € K mit ) | ooy = Opapy (i k). Fiir g, h € K’ gilt

n n n—1
Ok = onlg) Y aioi(h) =Y cioi(gh) = Y ailanlg) — 0i(g)) oi(h).
i=1 i=1 i=1 T

eK

e e

Damit folgt Z?:_ll ai(on(g) — 0i(9))oi = Oapb(k7,x) flir jedes g € G und die Induktionsannahme
liefert
ai(on(g) —oi(g)) =0k fur 1 <i<n-—1, g€G.

Da die Elemente o1, . .., 0, paarweise verschieden sind, finden wir fiir jedes i € {1,...,n — 1} ein
g mit 0;(g) # op(g) und damit o; = 0. Insgesamt folgt Ox = «,,0,, und damit auch «,, = Ok O
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Definition. Sei L : K eine endliche Korpererweiterung. Wir definieren
Aut(L : K) := {¢: L — L | ¢ ist Ringautomorphismus mit ¢|x = idx}°.

und bemerken, dass Aut(L : K) eine Untergruppe von Aut(L) ist. Die Gruppe Aut(L : K) heifst
Galoisgruppe der Erweiterung L : K. Nach Definition sind die Elemente in Aut(L : K) K-linear.

Beispiel. Wir betrachten die Kérpererweiterung C : R. Wir wollen untersuchen, welche R-linearen
Korperisomorphismen C —; C existieren. Neben der Identitét idc kennen wir noch die Komplexe
Konjugation-: C — C; z =z, da7 =rfirr € R.

Korollar 5.6.2. Es seien () : K und L : K endliche Korpererweiterungen.

(1) Es gilt
{p: Q@ — L | p ist Homomorphismus mit p|x = idg }| < [@Q : K].

(2) Esgilt|Aut(L : K)| < [L: K].

Beweis.

(1) Die Menge der K-linearen Abbildungen Homg (@, L) bildet einen L-Untervektorraum des
Vektorraums Abb(Q, L), da

(ap)(Ba) = ap(Ba) = aBfp(a) = B(ay)(a)
furallea € L, 8 € K,a € Q und ¢ € Homg (Q, L) gilt. Nun liefert Satz 5.2.1

dimy, Homg (Q, L) = dimg EO:IHI?](Q’L) = L [2{][?{] K] =1[Q: K].

Wir schlieen mit {¢: Q@ — L | ¢ ist Homomorphismus mit ¢|x = idx} € Homg(Q, L)
und Satz 5.6.1

{e: Q@ — L | ¢ ist Homomorphismus mit ¢|x = idg}| < [@ : K].

(2) Dies folgt aus (1) fiir @ = L.

*Ein Isomorphismus ¢: R — R eines Rings R heifit Automorphismus.
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6 Galoistheorie

6.1 Galoiserweiterungen
Definition. (1) Sei L ein Kérper und G C Aut(L) eine Gruppe. Der Teilkorper von L
LY :={aeL |YoeG:o(a)=a}
heif3st Fixkorper von G.

(2) Eine endliche Erweiterung L : K heifst Galoiserweiterung, falls LAWEK) — | gilt.

Bemerkung 6.1.1. Es gilt stets LA"(K) O K. Weiter ist Aut(L : K) C Aut(L) nach Korollar 5.6.2
eine endliche Untergruppe von Aut(L) = {¢: L — L | ¢ Automorphismus des Rings L}.

Beispiele. (1) Nach Korollar 5.6.2 gilt | Aut(C : R)| < 2 und damit Aut(C : R) = {idc,}. Mit
i ¢ CAUCR) folgt R = CAMER) Mithin ist C : R eine Galoiserweiterung.

(2) Wir betrachten die Erweiterung Q(+/2) : Q. Nach Eisenstein ist f := X% —2 € Q[X] irreduzi-
bel mit f(v/2) = 0. Das heifit [Q(v/2) : Q] = 4und f = [ a5 Esseip € Aut(Q(v2) : Q), dann
gilt o(V2) € Ze(f) = {i*V2 | k € {0,1,2,3}}. Mit Q(V2) C R folgt p(V2) € {V2, —V/2}
und damit ¢(v2) = V2. Also ist Q C Q(v2) C Q(¥2)Aut(@(V2:Q) ¢ Q({/2). Damit ist
Q(v/2) : Q keine Galoiserweiterung.

Satz 6.1.2. Es sei L ein Korper und G C Aut(L) eine endliche Untergruppe. Es gelten die folgenden
Aussagen.

(1) Die Erweiterung L : LC ist endlich, Aut(L : LY) = G und [L : L%] = |G]|.
(2) L : LY ist eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Aut(L : LY) = G.

(3) L : LC ist normal.

Beweis.
(1) Wir setzen n := |G| und schreiben G = {1, . .., ¢, }. Weiter definieren wir
n
Trg: L — L; y— Z%‘(y)
i=1

und bemerken Trg(y) € LC fir alle y € L. Weiter gilt Trg # 0 nach Satz 5.6.1. Es seien
Yl .- Ynt1 € L. Wir zeigen {y1, ..., yn+1} ist linear abhédngig tiber LS. Dazu betrachten wir
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das lineare Gleichungssystem Ax = 0 gegeben durch die Matrix A = (a;;) € Mat,, x (n+1) (L)
mit Eintragen

aij == ¢; ' (y5)
fur allei € {1,...,n} und j € {1,...,n + 1}. Das Gleichungssystem besitzt eine nicht-

triviale Losung, etwa t = (t1,...,t,41) € L™ und wir nehmen ohne Beschriankung ¢; # 0
an, da wir ansonsten die p; umsortieren konnen. Nun fixieren wir y € L mit Trg(y) # 0
und bemerken, dass auch z := ytl_lt = (y, ytl_ltg, .. ,ytl_lth) € L"*! eine nicht-triviale

Losung des Gleichungssystem ist. Zeilenweise Auswertung des Gleichungssystems Az = 0
ergibt

n+1
e )W) + D e i)yt ) =0

j=2

furallei € {1,...,n} und Anwendung von ¢; liefert
n+1

vii(y) + Y yiepi(yty ') = 0.

j=2

Wir erhalten

n n n+l n+1
0=> wiviy)+ D> ypilwti 't) = Tray) v + Y Tra(yty 1)) yj.
i=1 i—1 j—2 — T~

€LG €LG

Es gilt Trg(y) # 0und damitist {y1, . .., yn+1} linear abhéngig tiber LY. Dies zeigt [L : LE] <
|G|. Weiter folgt mit Korollar 5.6.2 | Aut(L : L%)| < [L : L%] < |G].
Per Definition gilt G C Aut(L : L%). Das heiflt G = Aut(L : L) und [L : L¢] = |G|.

Es gilt nach (1) LAW(LLE) = G,

Sei a € L. Dann ist G.a := {¢(a) | ¢ € G} eine endliche Menge. Fiir vy € G ist G —
G ; ¢ — 1 o ¢ eine Permutation. Insbesondere ist G.a — G.a ; b — 1(b) eine Permutation.
Wir betrachten das Polynom f, := [[,cq..(X —b) € L[X]. Per Definition zerfallt f, tiber
L Linearfaktoren Fiir ¢ € G sei ¢v* € Aut(L[X]) der induzierte Automorphismus. Dann

erhalten wir
V(fa)= ] X =v®) = [ (X-b)=fa
beG.a beG.a
Mithin folgt f, € LY[X] und wegen f,(a) = 0 ist a algebraisch iiber L. Da L“ : L nach
(1) endlich ist, existieren by, ... , b,, mit L = LY (by, ..., b,). Wir definieren f := [T, fo,- Mit
bi,...,bm € Zp(f) folgt L = LY(Z(f)) und f zerfallt {iber L in Linearfaktoren. Also ist
L : L% normal.

0

Satz 6.1.3. Essei L : K eine endliche Korpererweiterung.

(1) Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) L : K ist eine Galoiserweiterung.
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(ii) |Aut(L : K)| = [L : K].

(2) Ist L : K eine Galoiserweiterung, so ist L : K normal.

Beweis.

(1) (i) = (ii). Nach Satz 6.1.2 gilt [L : K] = [L : LA"(K)) = | Aut(L : K)|.
(ii) = (i). Nach Satz 6.1.2 gilt [L : K] = |Aut(L : K)| = [L : LA"EE)) Mit K € LAWK
und der Turmformel folgt die Behauptung.

(2) Folgt direkt aus Satz 6.1.2 angewandt auf die endliche Gruppe Aut(L : K).

Korollar 6.1.4. Ist L : K eine Galoiserweiterung und K C ) C L ein Zwischenkdrper.
(1) L :Q ist eine Galoiserweiterung.

(2) Esgilt |{¢: Q@ — L | @ ist Homomorphismus mit ¢|x = idg }| = [Q : K].

Beweis. Wir betrachten die endliche Gruppe G := Aut(L : K) und operieren auf der Menge
X :={¢: Q@ — L | pist Homomorphismus mit ¢|x = idx}

durch
Gx X — X5 (p,0) = pgp:= o).

Es sei x: Q — L die kanonische Inklusion. Es gilt fiir ¢ € G nach Definition
peGy e por=x<p(q) =¢x(q) =x(q) =qfuralleq € Q & ¢ € Aut(L : Q).

Nach Korollar 5.6.2 ist X eine endliche Menge mit | X| < [@ : K] und |Aut(L : Q)| < [L : Q]. Wir
erhalten mit der Bahnformel, Satz 6.1.3 und der Turmformel

[L: K] =|G|=|Gsz| |Gx| <|Aut(L:Q)|-|X|<[L:Q]-[Q:K]=][L:K].
Damit gilt bereits [L : Q] = | Aut(L : Q)| und | X| = [@Q : K]. Insbesondere gilt (2) und Anwendung
von Satz 6.1.3 zeigt, dass L : ) eine Galoiserweiterung ist. O
Definition. Ist L : K eine Korpererweiterung, so definieren wir die Mengen
Z:={Q | K CQ C L Zwischenkorper} U:={H | H C Aut(L : K) Untergruppe},

sowie Abbildungen
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Lemma 6.1.5. Es sei L : K eine Korperweiterung. Es gelten die folgenden Aussagen.
(1) Fiir Q € 2 gilt Q C LAMER) = (50 +)(Q).
(2) Fiir H € Ugilt H C Aut(L : L) = (y 0 §)(H).
(3) Fiir Q1,Q2 € Zmit Q1 C Q2 gilt v(Q2) C v(Q1).
(4) Fiir Hy, Hy € Wmit Hy C Hj gilt 6(Hz) C 6(Hy).

Beweis. Ubung. O

Satz 6.1.6 (Hauptsatz der Galoistheorie®). Es sei L : K eine Galoiserweiterung.
(1) Es gelten ¢ oy = idy und v o § = idy,.
. L:K Aut(L:K
(2) IstQ € Z,s0gilt [Q : K] = [[L:Q}] = || Aut((L:Q))‘|.
(3) Ist Q in Z mit 0(Q) = Q fiiralle Q € Aut(L : K), so ist Q : K eine Galoiserweiterung.

“Der Hauptsatz umfasst weitere Aussagen, die wir nicht diskutieren.

Beweis. Da L : K eine endliche Erweiterung ist, ist Aut(L : K) nach Korollar 5.6.2 eine endliche
Gruppe.

(1) Sei H € U. Satz 6.1.2 impliziert
(yod)(H) =~(L*) = Aut(L : L) = H.
Sei Q € Z. Nach Korollar 6.1.4 ist L : () eine Galoiserweiterung und damit gilt
(609)(Q) = S(Aut(L : Q) = LAMEQ) — @

(2) Da L : K und L : @ Galoiserweiterungen sind, folgt die Behauptung direkt aus der Turm-
formel und Satz 6.1.3.

(3) Nach Voraussetzung kénnen wir o|g als Elemente von Aut(Q : K) auffassen und erhalten
einen Homomorphismus von Gruppen

p: Aut(L: K) — Aut(Q : K) ; 0 — 0|g.

Es gilt ker ¢ = Aut(L : Q). Da L : @ eine Galoiserweiterung ist, erhalten wird mit (2), dem

Homomorphiesatz und Korollar 5.6.2

~JAut(L: K)|  |Aut(L: K)|
|Aut(L : Q)| | ker |

— Jimp| < |Aut(Q: K)| < [Q: K],

Also folgt [@ : K] = | Aut(Q : K)| und @ : K ist nach Satz 6.1.3 eine Galoiserweiterung.

@ : K]

= |Aut(L : K)/ker ¢|
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6.2 Charakterisierung von Galoiserweiterungen in Charakteristik 0

Im Folgenden sei L : K stets eine endliche Korpererweiterung mit char(K) = 0 (dies ist dquivalent
zu char(L) = 0).

Lemma 6.2.1. Es sei L : K ein normale Erweiterung, char(K) = 0 und f € K[X] ein irreduzibles
Polynom, das in L eine Nullstelle besitzt. Dann besitzt f genau deg(f) verschiedene Nullstellen in
L*

“Das Resultat ldsst sich mit demselben Beweis auch char(K) > 0 beweisen, wenn f’ # 0 gilt.

Beweis. Da die Erweiterung normal ist, zerféllt f nach Satz 5.5.2 {iber L in Linearfaktoren f =
eIt (X — a;) mit c € K*. Wir zeigen «; # o fiir alle i # j. Es gilt 0 # f’ und deg(f’) < deg(f).
Insbesondere gilt f 1 f’ und die Irreduzibilitit von f liefert 1 € ggT(f, f') = K*. Das heiflit wir
finden s,t € K[X]mit1 =s- f +t- f''. Es folgt

1=1(es) = s(ai) f(es) + t(a) - f(aq) = t(a) - f'(u)-
Anwendung von Satz 4.2.6 liefert, dass n(a;) = 1 furallei € {1,...,m} gilt. O

Satz 6.2.2 (Satz vom primitiven Element). Es sei L : K eine endliche Erweiterung mit char(K) =
0. Dann existiert o« € L mit L = K ().

Beweis. Aufgrund einer einfachen Induktion reicht es zu zeigen: Gilt L = K(a,b), so existiert
c€ LmitL = K(c).
Es bezeichnen i, 1, € K[X] die Minimalpolynome von a und b. Es sei y1 := p, - j1, sowie K C Z

ein Zerfallungskorper von p. Uber Z zerfallen i, 15, in Linearfaktoren

m n

pa = [(X —ai) und pp = [ [(X = bs)

i=1 i=1
mit a; = a und b; = b. Da char(K) = 0 gilt, liefert Lemma 6.2.1, dass b; = b, ba, ..., b, paarweise
verschieden sind. Da K unendlich ist, existiert ein Element

ue€ K\{(a;—a)(b—bj)"" |1<i<m2<j<n}

Wir setzen ¢ := a + ub € L. Klar ist K (c) C K(a,b).

Wir setzen h := pg(c — u - X) € K(c)[X] und fixieren den normierten ggT von h und g in
K (c)[X]. Dieser sei mit g € K(c)[X] bezeichnet. Insbesondere gilt also g | 1, € K(c¢)[X] und damit
auch g | uy € Z[X]. Also existiert eine Teilmenge I C {1,...,n} mit g = [[,;(X — ;) in Z[X].

Es gilt h(b) = pqa(c — ub) = pq(a) = 0. Weiter gilt fiir 2 < j < n, dass a + u(b — b;) # qa; fiir alle
i € {1,...,m} nach Wahl von u und damit

h(bj) = pa(c — ubj) = pala +u(b —b;)) # 0,

da die Nullstellen von p, gerade a1, ..., ap, sind.
Damit gilt X — b = g € K(c)[X]. Wir schliefen b € K(c) und damit a = ¢ — ub € K(c). Es folgt
K(c) = K(a,b) mitc € L. O

"Das Lemma von Bézout gilt auch in K[X], da K[X] ein euklidischer Ring ist.
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Korollar 6.2.3. Essei L : K eine endliche Korpererweiterung mit char(K) = 0. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(1) L : K ist eine Galoiserweiterung.
(2) [L: K]=|Aut(L: K)|.
(3) L : K ist eine normale Erweiterung.
Beweis. Die Aquivalenz (1) & (2) gilt nach Satz 6.1.3.
(1) = (3). Nach Satz 6.1.3 ist die Galoiserweiterung L : K normal.

(3) = (2). Nach dem Satz vom primitiven Element existiert & € L mit L = K(«). Da uq € K[X]
in L die Nullstelle « besitzt, folgt

n:=[L: K] = [K(a): K] "2 deg i "= | Z1(tta)|-

Esseien , g, . . . , v, die paarweise verschiedenen Nullstellen. Es gilt 1, = po, und damit K (a) =
K(«a;) furallei € {1,...,n}, da K(a;) € L. Anwendung von Lemma 5.3.3 fiir 0 = idg liefert uns
Automorphismen von Kérpern

it K(a) — K(o;) = K(a)
mit p|g = 0 = idg und ¢(a) = o. Es folgt | Aut(L: K)| > |L : K|. Nun wenden wir Korollar 5.6.2
und Satz 6.1.3 an. O
Satz 6.2.4. Essei L : K eine endliche Korpererweiterung mit char(K) = 0.
(1) Es existiert ein Erweiterungskorper N von L derart, dass N : K eine Galoiserweiterung ist.

(2) Es existieren nur endliche viele Zwischenkorper K C Q C L.

Beweis.

(1) Nach Satz 6.2.2 finden wir a € L mit L = K («). Wir betrachten einen Zerfallungskorper N
von o € K[X]. Es gilt K C L = K(«) € N. Nun wenden wir Korollar 6.2.3 an.

(2) Wir wihlen N wie in (1). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie, gibt es eine Bijektion zwi-
schen Zwischenkorpern der Erweiterung N : K und der endlichen Gruppe Aut(N : K). Es
sei K C Q C L ein Zwischenkorper. Dann ist () auch ein Zwischenkorper K € Q C N. Es
folgt die Behauptung.

O
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7 Anwendungen

7.1 Der Fundamentalsatz der Algebra

Satz 7.1.1. Der Korper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen, das heifSt jedes
Polynom f € C[X] \ C besitzt eine Nullstelle in C.

Beweis. Es sei L : C eine endliche Erweiterung. Wir zeigen L = C. Wir wenden Satz 6.2.4 auf
die Erweiterung L : R an und finden einen Erweiterungskorper N von L, so dass N : R eine
Galoiserweiterung ist. Gilt N = C, so auch L = C. Daher konnen wir annehmen, dass L: R eine
Galoiserweiterung ist. Es sei G := Aut(L : R) die zugehorige Galoisgruppe und P C G eine
Sylow 2-Untergruppe. Wir betrachten den Teilkoérper R C L C L. Nach Satz 6.1.2 ist L : L” eine
Galoiserweiterung mit Aut(L : L¥) = P, also [L: L”] = | Aut(L : LY)| = |P|. Wir erhalten

|G| =[L: Rl =[L: LY)-[LY: R] = |P| - [LT: R].

Damit ist [L”: R] ungerade!. Wir wihlen o € L? und 1, € R[X] das zugehorige Minimalpoly-
nom. Dann ist deg(u,) ein Teiler von [L?: R], also ebenfalls ungerade. Ein Polynom von unge-
radem Grad tiiber R hat aber stets eine Nullstelle (nach dem Zwischenwertsatz). Damit folgt auf-
grund der Irreduzibilitdt schon deg(i,) = 1 und o € R. Wir haben L? = R gezeigt und schliefSen,
dass G = P eine 2-Gruppe ist. Damit ist auch die Galoisgruppe Aut(L : C) C G der Galoiser-
weiterung L : C eine 2-Gruppe. Die Annahme Aut(L : C) # {id} liefert zusammen mit dem Satz

von Sylow eine Untergruppe U C Aut(L : C) der Ordnung M und damit einen Teilkorper

CC LY CLmit[LV:C]= [[LL::L(CU]} 612 |Au|t[(]L|:C)‘ = 2. Bssei o € LY \ C. Dann gilt deg (1) = 2.
Dies ist ein Widerspruch, da jedes Polynom vom Grad 2 eine Nullstelle in C hat (dies folgt aus
der p-¢-Formel). Damit gilt Aut(L : C) = {id}. Da L : C eine Galoiserweiterung ist, gilt damit
[L:C]=1,also L =C.

Es seinun f € C[X]\ C. Dann ist der Zerfallungskorper L von f tiber C eine endliche Erweite-
rung L : C. Es giltalso L = C. O

7.2 Endliche Korper

In diesem Abschnitt studieren wir endliche Korper. Nach Lemma 5.1.2 gilt char(K) = p € P
fiir jeden endlichen Korper. Wir haben gesehen, dass fiir p € P Primzahl der Ring I, := Z/(p)
ein Korper ist. Sei nun K ein weiterer endlicher Korper der Charakteristik p. Dann gilt fiir den
Primkorper P(K) = Z/(p) = F, und es liegt eine endliche Korpererweiterung K : F, vor. Es sei
n := dimp, K, dann gilt

K| = plFFl

'Es gilt |P| = 2™ mit 2™ | |G| und 2™ 1 |G].
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und | K| ist damit eine p-Potenz. Da fiir n > 1, der Ring Z/(p™) kein Korper ist, stellt sich die Frage,
ob Korper der Ordnung p” existieren. Im Folgenden gehen wir dieser Frage nach.

Lemma 7.2.1 (Freshman’s dream). Es sei R ein Ring der Charakteristik p € P, a,b € R und
m € N. Dann gilt
(a+b)P" =aP" +bP".

Beweis. Es reicht den Fall m = 1 zu betrachten. Es gilt (a+b)? = 37 (Y)a’oP~". Firi € {1,...,p—
1} ist p ein Teiler von (¥) = (pfii)!i!, da p eine Primzahl ist. Mit p - = = 0 fiir alle € R folgt die

Behauptung. O

Satz 7.2.2. Essein € Nund p € P eine Primzahl.
(1) Es existiert (bis auf Isomorphie) genau ein Korper Fyn der Ordnung p", und

(2) Fpn ist gegeben als ein Zerfillungskorper von f := XP" — X € F,[X].

Beweis. Zunichst beweisen wir die Existenz eines Korpers mit p™ Elementen. Wir betrachten dazu
einen Zerfallungskorper L des Polynoms f. Es gilt f/ = p"X?"~! — 1 = —1. Damit gilt f'(a) # 0
fiir jede Nullstelle a € L von f. Anwendung von Satz 4.2.6 liefert, dass Z1,(f) genau p" Elemente
besitzt. Es gilt 0,1 € Z1(f). Es seien a,b € Z,(f) Nullstellen von f. Dann gilt mit Lemma 7.2.1

fla+d)=(a+b)P" —(a+b)=a” +v" —a—b= f(a) + f(b) = 0,und
-b) = (ab)”" — ab=a?"b"" —ab”" + ab”" —ab = V" f(a) — af(b) = 0.
(x) fla-b) = (ab)?” —ab=a a _;ra a fla) —af(b)=0
Fiir a # 0 folgt aus 0 = f(a) die Gleichung " ~! = 1 und damit a?"~2 = a7, also

fla™) = s %) Zo.

Fiir p € P ungerade gilt
fl=a) = (=" = (=) = (=1)""a”" — (~a) = —a”" + 0= —f(a) =0

und fiir p = 2 gilt f(—a) = f(a) = 0. Damit ist die Nullstellenmenge Z ( f) ein Teilkérper von L
und L = Z(f) ein Kérper der Miachtigkeit p”.

Esseinun F, C L ein beliebiger Kérper mit p™ Elementen. Dann ist L* = L\ {0} nach Satz 4.2.5
eine zyklische Gruppe der Ordnung p" — 1 Elemente. Es gilt also 27" ~! = 1 fiiralle z € L\ {0}
und damit f(x) = z(zP" ! —1) = 0. Ebenso gilt f(0) = 0. Damit ist L gerade die Nullstellenmenge
von f und damit ein Zerfallungskorper von f iiber F,,. Nach Satz 5.4.1 sind alle Zerfallungskorper
von f tiber F), isomorph. O

Es seip € Pund n € N. Dann ist
Fr:Fpn — Fpn 3 2 — 2P

nach Lemma 7.2.1 ein Ringhomomorphismus. Da F,» ein Korper ist, ist Fr injektiv und auch bi-
jektiv, da F,» endlich ist. Weiter gilt fir z € F, C Fyn die Gleichung 2P = z (da z/"»\{0} = 1), das
heifit Fr € Aut(FF,: F). Der Automorphismus Fr heifst Frobeniusautomorphismus.
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Korollar 7.2.3. Esseip € Pundn € N.
(1) Die Gruppe Aut(Fn: F,) ist zyklisch von Ordnung n und durch Fr erzeugt.
(2) Die Erweiterung Fyn : F, ist eine Galoiserweiterung.

(3) Es gilt Fym C Fpn genau dann, wenn m | n.

Beweis.

(1) Es gilt Fr"(z) = 2P" = z fiir alle € Fpn. Damit gilt ord(Fr) < n. Weiter gilt fiir z € Fn die
Gleichung z = Fro ™) () = 7™ und z ist Nullstelle von g := X?"*"™’ —1 € F,[X]. Da g
hochstens p°rd(Fr) Nullstellen besitzt, folgt p°*d(F*) > |F,»| = p" und damit ord(Fr) = n. Wir
schlieflen

n = (Fr) C Aut(Fpn : Fp) < [Fpn: Fp] = n,
also Aut(Fpn : Fp) = (Fr) = Z/(n).
(2) Folgt direkt aus (1) .

(3) Ein sei K C FF,n ein Teilkorper mit |K| = p™. Es gilt F,, C K C F,». Nach der Turmformel
gilt
n = []Fpn :Fp] = [Fpn K][KIFP] = []Fpn :K]-m,
also m | n.

Es sei umgekehrt s ein Teiler von n. Da Aut(F,»: IF,) nach (1) zyklisch ist, existiert nach
Satz 1.3.2 eine Untergruppe U C Aut(Fyn: F,) der Ordnung |U| = %. Nach Satz 6.1.2 ist
Fpn: (Fpn )V eine Galoiserweiterung mit [Fpn: (Fpn)Y] = |U| = 2. Es sei L := (Fy»)Y. Dann
gilt |L| = pl&+ Frl und

]Fpn . ]Fp]

g _
[L.Fp]_m_

®|3] 3
Il
»

7.3 Einheitswurzeln

Definition. Sei K ein Korper, n € N. Ein Element ( € K* heifit n-te Einheitswurzel von K, falls
¢" =1 gilt. Gilt zudem ord(¢) = n, so nennt man ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel.

Bemerkungen 7.3.1. Es sei K ein Korper.

(1) Sein € N. Dann ist pu,(K) := {¢ € K* | (" = 1} eine endliche Untergruppe von K und
nach Satz 4.2.5 zyklisch.

(2) Furn € Ngilt ‘
n(C) = {2™% | 0<m<n—-1}=0,

und fir £ € {0,...,n — 1} ist e2rin = (e%)f genau dann eine primitive n-te Einheitswurzel,
wenn ggT (¢, n) = 1 (vgl. Satz 1.3.1).
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(3) Sei char(K) =p > 0.Ist ¢ € pp(K), so gilt nach Lemma 7.2.1
C-1p=¢-1r=0,

und damit ¢ = 1. Wir erhalten y,(K) = {1} und K besitzt keine primitiven p-ten Einheits-
wurzeln.

Definition. Sein € N.
(1) Fur einen Korper sei ) (K) = {¢ € pn(K) | ord(¢) = n} die Menge der primitiven n-ten
Einheitswurzeln von K.

(2) Das Polynom
¢, := [[ (X-¢ ecCx]
Cenn(C)
heifit das n-te Kreisteilungspolynom.

Satz 7.3.2. Essein € N.
(1) Es gilt X" — 1 =[]y, Pa.
(2) @, € Z[X].

Beweis.
(1) Es gilt nach dem Satz von Lagrange
(€)= |_J{C € un(©) | ord(¢) = d} = |3(C).
dln din

Damit erhalten wir

xt—1= ] &-90=]11 II &-9=]]%a

Cepn(C) dln ¢epy(C) dn
(2) Die Behauptung gilt fiir n = 1. Fiir n > 1 folgt nach (1)
X"—1=0,( [[ @a)
d|n,d#n

Induktiv kénnen wir fn := [y, 4.2, Pa € Z[X] annehmen. Da f, normiertist, liefert Satz 4.2.2
Polynome ¢, r € Z[X] mit

X"—1=¢qfp+r und 0 <deg(r) < deg(f,) oder r =0.
Wir erhalten aus diesen Gleichungen
r = (®n —q) fn,

was im Fall ®,, # ¢ die Ungleichung deg(r) > deg( f,,) nach sich zieht, ein Widerspruch. Also
gilt &, = ¢ € Z[X].

O]
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Satz 7.3.3. Sein € N. Dann ist ®,, irreduzibel in Z[X ] und Q[X], und deg(®,) = p(n).

Beweis. Wir beweisen zundchst zwei Hilfsaussagen.

(1)

(2)

Es sei ¢ €y (C) sowie p eine Primzahl, die n nicht teilt. Dann gilt ¢ q, pcr,@ € Z[X] flr die
Minimalpolynome von ¢ und ¢? tiber Q und ¢ g, pi¢cr @ sind Teiler von ®,, in Z[X]:

Nach Satz 7.3.2 gilt ®,, € Z[X] und Z[X] ist faktoriell nach Satz 4.3.3. Daher existieren irre-
duzible Polynome fi, ..., f; € Z[X] mit

S, = f1-- fo

Da ®,, normiert ist, sind die Leitkoeffizienten der f; Einheiten von Z und somit Elemente
von {1, —1}. Ersetzen wir gegebenenfalls f; durch — f;, so konnen wir annehmen, dass jedes
fi normiert ist.2 Nach Korollar 4.3.5 ist jedes f; irreduzibel in Q[X]. Wegen p { n gilt nach
Satz 1.3.1 ¢* € p;,(C) und damit ®,(¢) = 0 = ®,(¢?). Daher sind y¢ @ und per g Teiler von

®,,. Es gilt also {u¢.q, uer o} C{fi | i€{1,...,0}} C Z[X].
Sei ¢ € u;; (C) sowie p eine Primzahl, die n nicht teilt. Dann gilt p¢ g = per o

Wir setzen f := p¢ g und g := per . Wir nehmen f # g an. Da f, g € Z[X] irreduzibel sind,
gilt nach (1) fg |7x) ®» und somit fg |7;x] X" — 1. Wegen g(¢?) = 0 ist { eine Nullstelle des
Polynoms g(X?) € Z[X] und es folgt f|gx]9(X?). Da f als normiertes Polynom primitiv ist,
liefert Satz 4.3.2 f[7x19(X?). Sei also h € Z[X] mit g(X?) = fh.

Wir betrachten die kanonische Projektion 7 : Z — Z/(p) sowie den induzierten Homomor-
phismus 7* : Z[X] — Z/(p)[X]. Es sei g = Y ;_, a;X*. Dann gilt aufgrund von Lemma 7.2.1
und char((Z/(p)[X]) = char(Z/(p)) = p:
(gl = Q_ma)XV =) wla)PX? = w(a)XP =7 (g(XP)) = 7 (f)m* ().
i=0 i=0 i=0

Sei nun ¢ € Z/(p)[X] ein irreduzibler Faktor von 7*(f). Dann teilt ¢ auch 7*(¢)” und somit
7*(g). Also ist ¢* ein Teiler von 7*(f)7*(g) und daher auch von X" — 1 € Z/(p)[X]. Wir
schreiben also X™ — 1 = ¢*r fiir einr € Z/(p)[X]. Wir bilden nun die Ableitung und erhalten

nX"t = (¢*r) = 2qq'r + ¢*r' = q(2q'r + qr").

Wegen p t n, gilt n.1 # 0in Z/(p). Da q irreduzibel ist, gibt es also ein m € Z mit p { m und
q=mX.Es giltaber X { X" — 1, da 0z/(,) keine Nullstelle von X" — 1 ist, ein Widerspruch.

Da ®,, normiert und deg(®,,) > 1 ist, liefert Korollar 4.3.5 die Aquivalenz der beiden Behauptun-

gen.

Es sei nun K, ein Zerfallungskorper von ®,, iiber Q sowie ( € K, eine primitive n-te Ein-
heitswurzel. Ist n € K,, eine weitere primitive n-te Einheitswurzel, so gibt es nach Satz 1.3.1 ein

m €

N mit n = ¢" und ggT(m,n) = 1. Sei m = p; - -- p, die Primfaktorzerlegung von m. Fiir

je{l,...,r} gilt ggT(p1 ---pj,n) = 1. Daher ist (*""Pi nach Satz 1.3.1 eine primitive n-te Ein-
heitswurzel. Wiederholte Anwendung von (2) zeigt: yic o = peri-v; g flir 1 < j < r. Insbesondere
folgt pc.(¢™) = 0. Damit hat ¢ g mindestens ¢(n) Nullstellen. Wegen @,,(¢) = 0 folgt p¢ g|®n.
Damit gilt deg(®,,) = ¢(n) = deg(uc,g). Mithin ist ®,, = p¢ g irreduzibel.

O

2Da die Anzahl der f; mit Leitkoeffizient —1 notwendig gerade ist, ist dies moglich.
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7.4 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, welche Punkte sich aus einer Menge
M C R? nur durch Zirkel und Lineal konstruieren lassen. Wichtig ist dabei, dass das Lineal nicht
beschriftet ist. Es kann also nur fiir das Zeichnen von (unendlich langen) Geraden benutzt werden.
Der Zirkel erlaubt den Abstand r zweier bereits konstruierter Punkte zu messen und einen Kreis
von Radius 7 um einen bereits konstruierten Punkt zu zeichnen. Wir identifizieren die Ebene R?
mit C durch (a,b) = a + bi. Fir z = a + bi € C sei wie tiblich R(z) := a und 3(z) :=b.

Es sei M eine Menge {0,1} C M C C. Wir bezeichnen mit g(M) die Menge aller Geraden, die
zwei Punkte von M enthalten und mit o(M) die Menge aller Kreise, die als Mittelpunkt einen
Punkt aus M enthalten, sodass der Radius einem Abstand von zwei Punkten aus M entspricht.

Wir definieren die Menge M; := M U ¢(M), wobei ¢(M) die Punkte sind, die sich als Schnitt-
punkt von zwei verschiedenen Geraden aus g(M ), von zwei verschiedenen Kreisen aus o(M ) oder
von einer Geraden aus g(M) und eines Kreises o( M) sind.

Induktiv erhalten wir eine Folge

My : =M, My :=MU C(M),MQ =M U C(Ml),Mg =My U C(MQ), ce
und definieren die Menge der aus M konstruierbaren Punkte

i€Ng

Der folgende Satz wird in [3, 19.2, 19.3] bewiesen. Wir verwenden diesen ohne Beweis.

Satz 7.4.1. Es sei {0,1} C M C C eine Menge. Die Menge M C C besitzt folgende Eigenschaften.
(1) M C Cist ein Teilkorper von C.
(2) Esgilti € M.
(3) Fiir z € M gilt |2|, R(2),S(z),% € M.

(4) Es sei z € M. Dann sind auch die Nullstellen von X2 — z in M, das heifst M ist quadratisch
abgeschlossen.

Lemma 7.4.2. Essei {0,1} C K C C ein Korper mit i € K und K = K (d.h. K ist abgeschlossen
unter der komplexen Konjugation). Weiter sei z € K U ¢(K).

(1) Es existiert ein Korper K C L C Cmit [L: K] <2und z € L.

(2) Ist K C L C C ein Korper mit [L : K| < 2, so existiert ein Erweiterungskorper L C N C C
mit [N: L] <2und N = N.

Beweis.
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(1) Esseia € K. Dann gilt R(a) = 3(a + @), S(a) = 5 (o — @) € K. Weiter gilt |a|> = R(a)? +

3(a)? € K. Diese Eigenschaften werden im Beweis mehrmals benutzen. Nach Definition
miissen wir drei Fille unterscheiden.

(i) z ist Schnitt zweier Geraden aus g(K): Wir finden z; € K fiir 1 <i < 4und \,u € R
mit zo # 0 # z4 und
214 Azg =2 = 23 + pag’

Vergleich der Real- und Imaginarteile liefert

R(21) + AR(22) = R(23) + puR(24)
S(21) + AS(22) = S(23) + 1S(24)

und damit
<3‘E(22) —%(24)) (A) _ <§R(,23) - %(z1)> c K2
S(z2) —S(24)) \1 S(z3) — I(21) '
Da beide Geraden nicht parallel sind, verschwindet die Determinante der Matrix nicht

und ist damit in K invertierbar. Es folgt A, € K und damit sogar z € K. Wir konnen
L = K wihlen.

(ii) z ist Schnittpunkt einer Geraden aus g(K) und eines Kreises aus o(K): Wir finden
21,22 # 0,23 € Kund A € R sowie r € Ryo N K mit z = z; + Az2 sowie (R(z) —
R(23))? + (S(2) — S(2z3))? = r?. Wir erhalten

(R(21) + AR (22) — R(23))? + (I(21) + AS(22) — I(23))? = r?

und damit
uN? + ol +w =0

fiir u, v, w € K mitu = R(22)?+S(22)? # 0. Also finden wir eine Gleichung A2 +pA\+q =
0 mit p,q € K und erhalten A = —£ £ /o mita = % —q € K. Das heiit A € K(y/a)
und damit z = 21 + Az € K(y/a). Es gilt [K(v/a) : K] < 2,da X? — a € K[X]. Wir
wéhlen L = K (y/«).

(iii) z ist Schnittpunkt zweier Kreise aus o(K): Wir finden z; # 2 € K und r,s € Ryo N K
mit

(R(2) — R(21))2 + (3(2) — S(21))? = r2 und (R(2) — R(22))? + (3(2) — S(22))? = 5.

Subtraktion beider Gleichungen liefert ut(z) + v3(z) = w mit u = 2(R(z2) — R(=1)),
v =2(3(22) — S(22)) € KNRund w = |22)> — |21 + 7% — s € K NR. Da 21 # 2 gilt,
ist u # 0 oder v # 0. Es gelte 0.B.d.A. u # 0. Dannist ¥ + 0 -4 + R(—2 4 i) € o(K) und
= S(2) liefert (£ 4+0-7) + A(=2 +1) = “=3C) | §(2)i = R(2) + (2)i = 2. Damit ist

z Schnittpunkt einer Geraden aus g(K') und eines Kreises aus o(K). Wir wenden Fall
(ii) an.

%Eine Gerade ist von der Form w1 + R(w; — w2) fiir w1, ws € K mit 0 # wy — wa € K.
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(2) Es 0: C — C ein Automorphismus mit ¢(K) = K. Damit ist 0| : K — K ein Automor-
phismus. Wir betrachten den induzierten Isomorphismus (o|x)*: K[X] — K[X] gegeben
durch (o|x)*(z) = o(z) fir alle z € K und (o|g)*(X) = X.Essei f = > MX' € K[X]
ein irreduzibles Polynom. Dann ist (o|x)*(f) = Y.r,0(N)X? € K[X] irreduzibel mit
deg((o|x)*(f)) = deg(f) und fiir eine Nullstelle o« € C von f gilt

n

(o) (o(@) = Y a(A)a(a)' = o(f(a)) = o(0) = 0.

1=0

Wir wenden diese Uberlegung nun auf die komplexe Konjugation o(z) = Zz an. Nach Vor-
aussetzungen finden wir y € L mit K(y) = L und degp, = [L : K| < 2. Dann gilt
pg = (o|K)*(py). Das heifst [K(7) : K] = degfi,, = deg(uy) < 2. Wir setzen N := K(y,7). Es
gilt

N=K(y,9) =K@y =K(y,y) =N
und [N : L] = [K(y,7) : K(y)] = [L(¥) : L] < [K(7) : K] < 2.

O

Bemerkung 7.4.3. Es sei x € M, C M= UnZO M,,. Dann existieren endlich viele Punkte in M,_;,
die fiir die Konstruktion von z benétigt werden. Induktiv, folgt dass fiir z € M eine endliche

Folge z1,...,2, = 2 € M existiert, sodass jedes z; aus M U {z1, ..., z;_1 } mit nur einer Operation
konstruiert werden kann. Da My C M; C --- C M, gilt, ist weiter z; € M; furallei € {1,...,n}.

Es sei {0,1} € M C C. Nach Lemma 5.1.2 ist Q C M ein Teilkorper von M. Wir definieren
M :={z | 2 € M} und Satz 7.4.1 zeigt, dass

Ky = Q(MUM) cC.

ein Teilkdrper von M ist. Weiter gilt Ko = Q(M U M) = Q(M U M) = K,.

Satz 7.4.4. Essei {0,1} C M C Cund Ky := QM UM) C M. Fiir z € C sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) Esgilt z € M.

(2) Es existiert n € No und Korpererweiterungen Ko C K1 € --- C K, mit z € K,, und
[K;: Ki—1] =2fiirallei € {1,...,n} gilt.

(3) Es existiert eine Galoiserweiterung L : Ko mit z € L C C, sodass [L : K| eine 2er-Potenz ist.

Beweis. (1) = (2). Der Beweis ist klar fiir z € K, sei daher z € ]\7\ Ky.Daze M= UneNo M, gilt,

finden wir m € N und eine Folge, z1,...,2, = 2 € M\, sodass fiir jedes j € {1,...,m} der Punkt
zj mit nur einer Operation aus M U {z1, ..., zj_1 } konstruierbar ist, d.h.

zj € MU {Zl,. .. ,Zj_l} UC(MU {Zl,...,Zj_l}).
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Wir zeigen nun induktiv tiber j, dass ein Korperturm Ko C Ki € Ky C --- € K, wie in
(2) existiert, der M U {z1,...,2;} € K, und K, = K, erfillt. Daraus folgt die Behauptung. Da
[Ko(7) : Ko] <2und Ky(i) = Ko(i) gilt, konnen wir annehmen, dass i € Ky, da wir ansonsten die
Induktion mit K (i) beginnen.

Esgilt 21 € M Uc(M) C Ky U c(Kp). Wir konnen z; ¢ Ky annehmen. Nach Lemma 7.4.2(1)
finden wir einen Erweiterungskorper Ko C Lmitz; € Lund [L : Kol =2 (da L # Ko).Ist L =L,
so wihlen wir K := L. Ansonsten liefert Lemma 7.4.2(2) einen Erweiterungskoérper N mit N = N
und [N : L] = 2. Wir wihlen K; := Lund K3 := N.

Es sei nun j > 1. Dann finden wir einen Korperturm Ko C K1 C Ko C --- C K, wie in (2) mit
M U{z1,...,zj—1} C Ky und K; = K,. Wir kénnen erneut z; ¢ K, annehmen. Es gilt

zZj € MU {2:1,.. . ,Zj_l} UC(MU {2’1,. . .,Zj_l}) - KzUC(Kg).

Nun verfahren wir analog wie fiir z;.

(2) = (1). Fiiri € {1,...,n} finden wir a; € K;\ K;_1 mit K;_1(a;) = K; mita? € K;_;. Damit ist
a; Nullstelle von X f —a? € K;_1[X]. Wir schlieflen mit Ky C M und Satz 7414)a; € M, , also folgt
K, = Ky(a1) C M. Induktiv folgt K; = K;_1(a;) C M fiir alle i € {1,...,n},alsoz € K, € M.

(2) = (3). Nach Satz 6.2.4 existiert ein Erweiterungskorper K,, C N, sodass IV: K eine Galoi-
serweiterung ist. Nach dem Satz vom primitiven Element existiert a € K,, mit Ko(a) = K. Es sei
Aut(N : Ky) = {o1,...,0m} mit 01 = idy und wir definieren a; := o;(a) fiiri € {1,...,m}, sowie
L := Koy(ay,...,an) € N.Firo € Aut(N : Kj) ist die Abbildung

Aut(N : Ko) — Aut(N : Ky); T—ooT
eine Bijektion. Es folgt
O'Z(L) = O'i(Ko(al, ey am)) = K()((UZ’ (¢] 0’1)(@), ey (Ui o am)(a)) = K(al, ce ,am) = L.

Wir zeigen induktiv nach 1 < ¢ < m, dass [Ky(a1,...,as) : Ko] eine 2er-Potenz ist. Fiir £ = 1 gilt
Ko(a1) = Ko(a) = K,, und die Behauptung gilt nach Voraussetzung. Es sei nun ¢ > 1. Es gilt

[Ko(a1,...,a0): Ko] = [Ko(ai,...,ar—1)(ap): Ko(a,...,ar—1)] - [Ko(ay,...,ap—1): Kol.

~
2er— Potenz

Es sei f € K([X] das Minimalpolynom von a. Dann ist f auch das Minimalpolynom von a;, =
o(a), da o¢|k, € Aut(N: Kp). Mit a € K, folgt, dass deg(f) = [Ko(ar) : Ko] eine 2er-Potenz ist.
Esist f € Ko(a1,...,ar—1)[X] und damitist [Ky(a,a1,...,ar—1)(as): Ko(a,a1,...,ar—1)] ein Teiler
von [Ko(ay): Ko = deg(f).
(3) = (2). Wir schreiben [L : K] = 2". Nach Satz 6.1.3 ist G := Aut(L : Kj) eine 2-Gruppe der
Ordnung 2". Wiederholte Anwendung des Satzes von Sylow liefert eine Folge von Untergruppen
{ldp}=GoCG1C G2 C - C G =G,

mit G; = 2¢ fiiralle i € {0,...,n}. Die inklusionsumkehrende Bijektion aus der Galoiskorrespon-
denz liefert uns einen Korperturm

Ko=LYCK,:=L¢1C...CK,_1:=L""CK,:=L%=1L,
Nach 6.1.2 gilt Aut(L : L¢*~) = G,,_;. Nach Satz 6.1.6 gilt

- _[L:Ko]  [Aut(L:Ko)| |G 2
B Kol = (R = TR 26] ~ (G~ 20
und die Turmformel liefert [K; : K; 1| = [I[{ifli IO(}O] =2. O
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Korollar 7.4.5. Essei {0,1} C M C C.Ist z € M, so ist 2 algebraisch iiber Ky und [Ko(z): Ko
eine 2er-Potenz.

Nattirlich lassen sich alle Zahlen in C konstruieren, wenn wir sie als gegeben, also als Elemente
von M, voraussetzen.

Satz 7.4.6 (Quadratur des Kreises). Es sei K ein Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1, sodass nur
die Punkte 0,1 € C markiert sind. Es lisst sich daraus kein Quadrat ) mit dem Flicheninhalt von K
konstruieren.

Beweis. Esist M = {0, 1} und damit Ky = Q(M U M) = Q. Der Kreis K besitzt den Flacheninhalt
m. Ware @ konstruierbar, so auch die Lange /7. Insbesondere, wére /7 € M algebraisch tiber
Ky = Qund nach Satz 5.3.1 auch 7. Ein Widerspruch zum Satz von Lindemann. ]

2mi

Satz 7.4.7 (Konstruierbarkeit von Einheitzwurzeln). Es sei n € N. Die Einheitswurzel (,, := e n
ist genau dann aus M = {0, 1} konstruierbar, wenn ¢(n) = |{s € {1,...,n} | ggT(s,n) = 1}| eine
2er-Potenz ist.

Beweis. Da M = {0,1} ist, gilt Ko = Q(M U M) = Q. Nach Satz 7.3.3 ist Q(¢,,) : Q eine Galoiser-
weiterung vom Grad ¢(n), also

[Ko(Cn): Ko] = [Q(Cn): Q] = ¢(n).

Ist ¢(n) keine 2er-Potenz, so ist (,, nach Korollar 7.4.5 nicht konstruierbar. Ist umgekehrt ¢ (n) eine
2er-Potenz, so ist {;, nach Satz 7.4.4(3) konstruierbar. O

Satz 7.4.8 (Konstruktion regelmafiiger n-Ecke). Sei n € Nx>3. Das regelmifSige n-Eck ist genau
dann mit Zirkel und Lineal aus M = {0, 1} konstruierbar, wenn ¢(n) eine 2er-Potenz ist.

Beweis. Das regelmaéfige n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn e » konstruierbar ist. O

Satz 7.4.9 (Winkeldreiteilung). Der Winkel 20° lisst sich nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren.
Insbesondere ist die Winkeldreiteilung i.A. nicht moglich.

Beweis. Der Winkel 20° entspricht ™5 . Es gilt p(18) = (2)¢(3%) = 6. Damit ist 20° nach Satz 7.4.8
nicht aus M := {0, 1} konstruierbar,

Waire die Winkeldr_eiteilung stets moglich, so wire 20° aus 60° konstruierbar, das heifst e T aus
N fiir N := {0, 1, e%}. Es gilt ¢(6) = 2. Damit ist ¢’s" nach Satz 7.4.8 aus M konstruierbar. Das

bedeutet N C M und damit folgt N =M. AlsoisteTs € N = Maus M = {0, 1} konstruierbar,
ein Widerspruch. O
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