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Einleitung

In der linearen Algebra haben wir uns unter anderem mit den Grundlagen der Gruppen- und
Ringtheorie beschäftigt. In dieser Vorlesung werden diese Kenntnisse vertieft und um die Theorie
der Körpererweiterungen erweitert. Außerdem werden Verbindungen zwischen diesen auf den
ersten Blick unabhängigen Themenbereichen hergestellt.

Mithilfe der vermittelten Theorien lassen sich klassische Probleme der Geometrie präzise for-
mulieren und lösen. Eines dieser Probleme, das einen direkten Bezug zur Schulmathematik hat,
ist die Unterteilung von Winkeln: Es seien drei verschiedene Punkte A,B,C ∈ R2 gegeben. In der
Schule lernen wir, wie man nur mit Zirkel und Lineal den Winkel, der von AB und AC einge-
schlossen wird, halbieren kann. Abbildung 1 zeigt die Konstruktion.

A
B

C

Abbildung 1: Konstruktion der Winkelhalbierenden ausgehend von in der Ebene R2 gegebenen
Punkten A, B und C.

Es stellt sich die Frage, ob es auch eine Methode gibt, jeden gegebenen Winkel zu dritteln. Diese
Problemstellung reicht bis in die Antike zurück. Erst 1837 konnte Pierre Wantzel beweisen, dass
bestimmte Winkel nicht mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden können. Am Ende der Vorle-
sung werden wir verstehen, warum der Winkel 60° nicht gedrittelt werden kann, der Winkel 180°
hingegen schon. Außerdem werden wir sehen, wie man beweisen kann, dass eine Konstruktions-
aufgabe nicht lösbar ist.

Anmerkungen zu Vorlesungsinhalten und dem Skript.

• Kommentare sind herzlich willkommen.

• Die Vorlesung ist im größten Teil inhaltlich in sich geschlossen und orientiert sich an [1], [3],
und [4]. An geeigneten Stellen verweisen wir auf die Vorlesung ”Lineare Algebra I,II“ von
Richard Weidmann, die 2023/24 gehalten wurde und online als Skript zur Verfügung steht.

• Beweise die farblich gekennzeichnet sind, wurden in der Vorlesung nicht geführt. Dies hat
zweierlei Gründe. Entweder ist der Beweis sehr umfangreich und wurde deshalb aus Zeit-
gründen weggelassen oder der Beweis ist kurz und eignet sich deshalb gut für das Selbst-
studium.

iii



1 Grundlagen der Gruppentheorie

1.1 Elementare Rechenoperationen

Im Folgenden bezeichnen wir mit N := {1, 2, 3, . . .} die natürlichen Zahlen und definieren N0 :=
N ∪ {0}. Sind x, y ∈ Z, so schreiben wir x | y, falls ein z ∈ Z mit x · z = y existiert. In diesem Fall
heißt x Teiler von y.

Definition. Es seien a, b ∈ Z mit a ̸= 0 oder b ̸= 0. Wir definieren

ggT(a, b) := max{c ∈ N | Es gilt c | a und c | b}

und nennen ggT(a, b) größten gemeinsamen Teiler von a und b. Wir sagen, dass a und b teiler-
fremd sind, falls ggT(a, b) = 1 gilt. Weiter definieren wir ggT(0, 0) := 0.

Lemma 1.1.1 (Division mit Rest). Es seien a, b ∈ Z mit a ̸= 0. Dann existieren eindeutig bestimmte
Zahlen q, r ∈ Z mit folgenden Eigenschaften:

(1) b = q · a+ r, und

(2) 0 ≤ r < |a|.

Beweis. Wir gehen schrittweise vor.

(i) Existenz von (q, r):

Gilt b ≥ 0, so gilt |a| · 0 ≤ b und wir finden q ∈ N0 mit |a| · q ≤ b < |a| · (q + 1). Es gilt
b = q · |a|+ r mit r := b− q · |a| ≥ 0 und r = b− q · |a| < |a| · (q + 1)− q · |a| = |a|.
Gilt b < 0, so finden wir q′ ∈ Z und 0 ≤ r′ < |a| mit −b = q′ ·a+r′. Es folgt b = (−q′)·a+(−r′)
und −|a| < −r′ ≤ 0. Für −r′ = 0 setzen wir q := −q′ und r := 0. Für −r′ < 0 erfüllt
r := −r′ + |a| die Ungleichung 0 < −r′ + |a| < |a|. Es sei ℓ ∈ {−1, 1} das Vorzeichen von a
und q := −q′ − ℓ. Dann gilt

qa+ r = (−q′ − ℓ)a− r′ + |a| = b− ℓa+ |a| = b.

(ii) Eindeutigkeit: Es seien (q, r) und (q′, r′) mit den Eigenschaften (1) und (2) und o.b.d.A. sei
r ≥ r′. Wir erhalten 0 ≤ r − r′ < |a| und r − r′ = a(q′ − q) liefert uns 0 ≤ a(q′ − q) < |a|. Das
heißt 0 ≤ |a| · |q′ − q| < |a|, also 0 ≤ |q − q′| < 1 da |a| ≠ 0 und damit q′ = q. Es folgt r = r′.

□
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Lemma 1.1.2. Es seien a, b ∈ Z nicht beide 0.

(1) Es existieren s, t ∈ Z mit ggT(a, b) = s · a+ t · b.a

(2) Für g ∈ N sind äquivalent:

(a) g = ggT(a, b).

(b) Es gelten

(i) g | a und g | b, und

(ii) für alle g′ ∈ N mit g′ | a und g′ | b folgt bereits g′ | g.

(3) Gilt a ̸= 0 und ist b = q · a+ r mit 0 ≤ r < |a|, so gilt ggT(a, b) = ggT(a, r).
aDiese Aussage ist als Lemma von Bézout bekannt.

Beweis.

(1) Es gilt g′ := a·a+b·b ∈ N. Also finden wir eine Darstellung g := s·a+t·b ∈ N mit s, t ∈ Z und
g ∈ N minimal. Es gilt ggT(a, b) | a und ggT(a, b) | b und damit auch ggT(a, b) | s ·a+t ·b = g.
Mit ggT(a, b), g ∈ N folgt ggT(a, b) ≤ g. Wir schreiben a = q · g + r mit 0 ≤ r < |g| = g und
erhalten

r = a− q · g = a− q · (s · a+ t · b) = (1− q · s) · a+ (−q · t) · b.

Mit r ∈ {0, . . . , g − 1} und Minimalität von g folgt r = 0, das heißt g | a. Analog folgt g | b.
Wir erhalten g ∈ {c ∈ N | Es gilt c | a und c | b} und damit g ≤ ggT(a, b). Insgesamt gilt
g = ggT(a, b).

(2) (a) ⇒ (b). Klar ist ggT(a, b) | a und ggT(a, b) | b. Es sei g′ ein gemeinsamer Teiler von a und
b. Eine Darstellung ggT(a, b) = s · a+ t · b aus (1) liefert uns g′ | ggT(a, b).
(b) ⇒ (a). Es erfülle g die Eigenschaften (i),(ii). Nach (i) gilt g ∈ {c ∈ N | Es gilt c | a und c | b}
und damit g ≤ ggT(a, b). Mit (ii) folgt aber auch ggT(a, b) | g, also ggT(a, b) ≤ g, da g ∈ N.
Also g = ggT(a, b).

(3) Ein gemeinsamer von Teiler a, b ist auch ein Teiler von a und r = b − q · a. Mit (2) folgt
ggT(a, b) | ggT(a, r). Analog ist ein gemeinsamer Teiler von r und a ein Teiler von a und
b = q · a+ r. Also ggT(a, r) | ggT(a, b).

Beispiel. Es seien a, b ∈ Z nicht beide 0. Wir wollen ggT(a, b) und eine Darstellung der Form
ggT(a, b) = s · a + t · b bestimmen. Der Fall a · b = 0 ist trivial. Als Beispiel berechnen wir
ggT(−462, 1071). Es gilt ggT(−462, 1071) = ggT(462, 1071). Wiederholte Division mit Rest liefert

1071 = 2 · 462 + 147

462 = 3 · 147 + 21

147 = 7 · 21 + 0
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Damit gilt

ggT(−462, 1071) = ggT(462, 1071) = ggT(462, 147) = ggT(21, 147) = ggT(21, 0) = 21.

Um eine Darstellung wie im Lemma von Bézout zu erhalten, setzen wir rückwärts ein:

21 = 462− 3 · 147 = 462− 3 · (1071− 2 · 462) = 7 · 462 + (−3) · 1071.

Da wir ursprünglich an einer Darstellung durch −462 und 1071 interessiert waren, erhalten wir

ggT(−462, 1071) = 21 = (−7) · (−462) + (−3) · 1071.

Definition. Eine Zahl 1 ̸= n ∈ N heißt Primzahl, falls für m ∈ N mit m | n schon m ∈ {1, n} gilt.
Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit P.

Der folgende Satz ist uns wohlbekannt und wir werden uns im Laufe des Semester mit spe-
ziellen Ringen beschäftigen, die eine ähnliche Eigenschaft besitzen. Der Vollständigkeit halber
gegeben wir schon hier einen Beweis.

Satz 1.1.3 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Es sei 1 ̸= n ∈ N. Dann existiert eine bis auf
Reihenfolge eindeutig bestimmte Zerlegung n = p1p2 · · · pℓ von n in Primzahlen p1, . . . , pℓ.

Beweis. Wir gehen schrittweise vor.

(1) Existenz der Zerlegung: Besitzt n ∈ N keine Zerlegung dieser Art, so finden wir eine kleinste
Zahl 1 ̸= n0 ∈ N mit dieser Eigenschaft. Insbesondere ist n0 keine Primzahl und wir finden
natürliche Zahlen 1 < a, b < n mit n0 = ab. Minimalität liefert eine Zerlegung für a und b
und damit auch für das Produkt, ein Widerspruch.

(2) Eindeutigkeit der Zerlegung: Es seien s, t ∈ N und p1p2 · · · ps = n = q1q2 · · · qt zwei Zer-
legungen in Primzahlen. Wir zeigen über Induktion nach s, dass sich die Zerlegungen nur
um Reihenfolge unterscheiden. Gilt s = 1, so ist n eine Primzahl und die Behauptung ist
klar. Es sei also s > 1. Es gilt p1 | n = q1q2 · · · qt. In den Übungen wird gezeigt, dass damit
ein i ∈ {1, . . . , t} mit p1 | qi existiert. O.B.d.A. sei i = 1. Mit p1 ̸= 1 und q1 Primzahl, folgt
p1 = q1. Damit ist p2 · · · ps = q2 · · · qt und die Induktionsvoraussetzung zeigt, dass s = t gilt
und q2 · · · qs durch Änderung der Reihenfolge aus p2 · · · ps hervorgeht.

□

Definition (Primfaktorzerlegung). Es sei n ∈ Z \ {−1, 0, 1}. Für p ∈ P bezeichnen wir mp(n) ∈ N0

die eindeutig bestimmte natürliche Zahl, sodass

n = (−1)ε
∏
p∈P

pmp(n)

gilt, wobei ε = 1 für n < 1 und ε = 0 für n > 1. 1

Beispiel. Es gilt n = 588 = 22 ·3·72, das heißtm2(588) = 2,m3(588) = 1,m5(588) = 0,m7(588) = 2
und mp(588) = 0 für alle p ∈ P>7.

1Es handelt sich um ein endliches Produkt, da mp(n) = 0 für alle Primzahlen p > n gilt.
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1.2 Gruppen, Untergruppen und der Satz von Lagrange

Definition. Sei G ̸= ∅ eine Menge sowie

µ : G×G −→ G; (x, y) 7→ µ(x, y) = x · y = xy

eine Abbildung2. Das Paar (G,µ) heißt Gruppe, falls gilt

(1) x(yz) = (xy)z für alle x, y, z ∈ G (Assoziativgesetz),

(2) es existiert e ∈ G mit

(i) ex = x für alle x ∈ G,

(ii) zu jedem x ∈ G gibt es ein y ∈ G mit yx = e.

Gilt lediglich (1), so heißt G Halbgruppe.

Lemma 1.2.1. Sei G eine Gruppe.

(1) Es existiert genau ein Element e ∈ G mit ex = x für alle x ∈ G und dieses Element erfüllt
xe = x für alle x ∈ G.

(2) Für jedes x ∈ G existiert genau ein y ∈ G mit yx = e und dieses Element erfüllt xy = e.

Beweis. Es sei e mit Eigenschaft (2) aus der Definition der Gruppe und x ∈ G. Es sei y ∈ G mit
yx = e und z ∈ G mit zy = e, dann gilt

xy = e(xy) = (zy)(xy) = z(yx)y = z(ey) = zy = e.

Weiter folgt daraus
(∗) xe = x(yx) = (xy)x = ex = x.

Ist e′ ein weiteres Element mit der Eigenschaft (2), so folgt

e′
(∗)
= e′e = e.

Damit ist e eindeutig bestimmt. Ist y′ ∈ G ein weiteres Element mit y′x = e, so folgt

y′
(∗)
= y′e = y′(xy) = (y′x)y = ey = y.

Definition. Es sei G eine Gruppe.

(1) Das eindeutig bestimmte Element e ∈ G heißt neutrales Element von G und für x ∈ G heißt
das eindeutig bestimmte Elemente x−1 mit x−1x = e = xx−1 das zu x inverse Element.

2Wie in der Linearen Algebra unterdrücken wir µ und schreiben x · y oder xy anstatt µ(x, y).
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(2) Die Gruppe G heißt abelsch, falls xy = yx für alle x, y ∈ G gilt3.

Beispiele. (1) (Z,+), (Q,+), (R,+), (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·), (C \ {0}, ·) sind (abelsche) Gruppen.

(2) (N0,+), (Z \ {0}, ·) sind keine Gruppen.

(3) Ist X ̸= ∅ Menge, so bildet die Menge

SX := {σ : X −→ X | σ ist bijektive Abbildung}

eine Gruppe mit der Komposition von Abbildungen als Verknüpfung. Die Gruppe heißt
symmetrische Gruppe auf X und ein Element in SX heißt Permutation. Für X = {1, . . . , n}
mit n ∈ N schreiben wir Sn := SX und erinnern uns, dass Sn genau n! Elemente enthält. Für
n ≥ 3 ist Sn nicht abelsch: Es sei σ die Permutation die nur 1 und 2 vertauscht und τ die
Permutation die nur 2 und 3 vertauscht. Es gilt

(σ ◦ τ)(1) = σ(1) = 2 ̸= 3 = τ(2) = (τ ◦ σ)(1),

das heißt σ ◦ τ ̸= τ ◦ σ.

Definition. Eine TeilmengeH ⊆ G einer GruppeG heißt Untergruppe vonG, wenn µ(h1, h2) ∈ H
für alle h1, h2 ∈ H gilt und (H,µ|H×H) eine Gruppe ist.4

Lemma 1.2.2 (Untergruppenkriterium). Sei G eine Gruppe, H ⊆ G eine Teilmenge. Dann ist H
eine Untergruppe von G genau dann, wenn

(a) H ̸= ∅,

(b) xy ∈ H für alle x, y ∈ H , und

(c) x−1 ∈ H für alle x ∈ H .

Beweis. Eine Untergruppe erfüllt die Eigenschaften (a),(b) und (c) aufgrund der Gruppenaxiome.
Gelten (a),(b) und (c), so ist H ̸= ∅ und mit h ∈ H ist damit auch e = h−1h ∈ H . Da sich das
Assoziativgesetz stets auf Unterstrukturen vererbt, ist H damit eine Untergruppe. □

Beispiele. (1) Für n ∈ N und i ∈ {1, . . . , n} ist

StabSn(i) := {σ ∈ Sn | σ(i) = i}.

eine Untergruppe von Sn.

3Ist G eine abelsche Gruppe, so bezeichnen wir die Verknüpfung auch gelegentlich mit (G,+). In diesem Fall bezeich-
nen wir das neutrale Element mit 0 und das inverse Elemente von x ∈ G mit −x.

4Da µ(h1, h2) ∈ H gilt, ist µ|H×H : H ×H −→ H eine wohldefinierte Abbildung.
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(2) Sei n ∈ N. Die Menge der n-ten Einheitswurzeln Cn := {e2πi
m
n | 0 ≤ m ≤ n − 1} ist eine

Untergruppe von (C\{0}, ·) mit genau n Elementen: Es gilt 1 = e0 ∈ Cn. Für 0 ≤ m1,m2 < n
schreiben wir m1 +m2 = qn+ r mit 0 ≤ r < n. Es gilt

e2πi
m1
n · e2πi

m2
n = e2πi

qn+r
n = e2πi

qn
n · e2πi

r
n = (e2πi)q · e2πi

r
n = e2πi

r
n ∈ Cn.

Analog zeigt man, dass für e2πi
m
n ∈ Cn auch (e2πi

m
n )−1 ∈ Cn gilt.

Lemma 1.2.3. Sei G eine Gruppe, U eine Menge von Untergruppen von G sowie S ⊆ G eine Teil-
menge. Dann gilt:

(1)
⋂
H∈UH is eine Untergruppe von G.

(2) Sei US die Menge aller Untergruppen von G, die S enthalten. Dann ist

⟨S⟩ :=
⋂

H∈US

H

die kleinste Untergruppe von G, die S enthält. Wir nennen ⟨S⟩ die von S in G erzeugte Unter-
gruppe.

(3) ⟨S⟩ = {sε11 · · · sεnn | n ∈ N0, si ∈ S, εi ∈ {1,−1}}a.
aFür G in additiver Schreibweise (G,+) ist ⟨S⟩ = {(ε1)s1 + · · ·+ (εn)sn | n ∈ N0, si ∈ S, εi ∈ {1,−1}}.

Beweis.

(1) Dies folgt durch Nachprüfen des Untergruppenkriteriums.

(2) Nach (1) ist ⟨S⟩ eine Untergruppe. Sei U ⊆ G eine Untergruppe von U die S enthält, so folgt
U ∈ US und damit ⟨S⟩ ⊆ U .

(3) Mit dem Untergruppenkriterium lässt sich zeigen, dass

V := {sε11 · · · sεnn | n ∈ N0, si ∈ S, εi ∈ {1,−1}}

eine Untergruppe von G ist, die S enthält. Das heißt V ∈ US . Sei nun U ∈ US . Dann gilt
S ⊆ U und damit sε11 · · · sεnn ∈ U für alle n ∈ N0, si ∈ S und εi ∈ {−1, 1}. Insgesamt folgt

also ⟨S⟩
(2)

⊆ V ⊆
⋂
U∈US

U = ⟨S⟩.

Beispiele. (1) Für n ∈ Z gilt ⟨{n}⟩ = {nz | n ∈ Z} =: nZ.

(2) Es gilt ⟨{1}⟩ = Z.

(3) Es sei S := {2, 3}. Dann gilt 1 = 3− 2 ∈ ⟨S⟩. Es folgt Z = ⟨{1}⟩ ⊆ ⟨S⟩ ⊆ Z, also ⟨S⟩ = Z.

(4) Es gilt ⟨{6, 15}⟩ = ⟨{3}⟩.
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Ist S eine endliche Menge, so bezeichnen wir mit |S| die Anzahl der Elemente von S. Ist G eine
endliche Gruppe, das heißt die zugrundeliegende Menge ist endlich, so heißt |G| die Ordnung
von G.

Definition. Sei G eine Gruppe, H ⊆ G eine Untergruppe. Für x ∈ G heißt

xH := {xh | h ∈ H}

die Linksnebenklasse von x in H . Wir schreiben

G/H := {xH | x ∈ G}.

Ist G/H endlich, so heißt [G : H] := |G/H| der Index von H in G.

Satz 1.2.4 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, H ⊆ G eine Untergruppe. Dann gilt

|G| = [G : H]|H|.

Beweis. Seien x, y ∈ G. Dann definiert

x ∼ y :⇔ x−1y ∈ H

eine Äquivalenzrelation aufG. Es seiG/∼ die Menge der Äquivalenzklassen. Nach Definition gilt
[x] = xH für jedes x ∈ G. Damit ist

G =
⊔

[x]∈G/∼

[x]

die disjunkte Vereinigung der Äquivalenzklassen undG/H = G/∼. Außerdem ist für jedes x ∈ G
die Abbildung

fx : H −→ xH = [x] ; h 7→ xh

bijektiv. Damit folgt

|G| = |
⊔

[x]∈G/H

[x]| =
∑
G/H

|[x]| =
∑
G/H

|H| = [G : H] · |H|.

Beispiel. Nach dem Satz von Lagrange ist für eine endliche Gruppe G die Mächtigkeit jeder Un-
tergruppe ein Teiler von |G|. Zum Beispiel folgt für |G| = 6, dass für eine Untergruppe U nicht
|U | = 4 oder |U | = 5 gelten kann.
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1.3 Zyklische Gruppen

Es sei (G, ·) eine Gruppe, x ∈ G und z ∈ Z. Wir definieren

xz :=



e z = 0

x · x · · ·x︸ ︷︷ ︸
z−mal

z > 0

x−1 · x−1 · · ·x−1︸ ︷︷ ︸
|z|−mal

z < 0.

Ist G abelsch und in additiver Schreibweise G = (Z,+) gegeben, so schreiben wir zx anstatt xz .

Definition. Eine Gruppe G heißt zyklisch, falls ein x ∈ G mit G = ⟨{x}⟩ existiert. In diesem Fall
gilt G = {xz | z ∈ Z}. Wir schreiben dann G = ⟨x⟩.

Beispiele. (1) Es sei n ∈ N. Dann ist die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln Cn = {e2πi
m
n | 0 ≤

m ≤ n− 1} zyklisch, da (e
2πi
n )m = e2πi

m
n für alle m ∈ {0, . . . , n− 1} gilt.

(2) Division mit Rest zeigt, dass jede UntergruppeH ⊆ Z zyklisch ist: IstH ̸= {0}, so finden wir
n ∈ H ∩N minimal. Damit ist ⟨n⟩ ⊆ H . Für m ∈ H liefert Division mit Rest eine Darstellung
m = qn + r mit 0 ≤ r < n. Das heißt r = m − qn ∈ H ∩ N0. Minimalität von n liefert r = 0.
Das heißt m = qn und m ∈ ⟨n⟩.5

(3) Es sei G eine Gruppe mit |G| = p ∈ P Primzahl und x ∈ G \ {e}. Dann ist {e, x} ⊆ ⟨x⟩ ⊆
G eine Untergruppe mit mindestens zwei Elementen. Nach dem Satz von Lagrange folgt
|⟨x⟩| = p = |G| und damit ⟨x⟩ = G. Also ist G zyklisch.

(4) (Q,+) ist nicht zyklisch: Angenommen (Q,+) ist zyklisch, so finden wir n,m ∈ N mit ⟨ nm⟩ =
Q. Sei p ∈ P eine Primzahl mit p ∤ m. Dann gilt z nm ̸= 1

p für alle z ∈ Z.

(5) Jede zyklische Gruppe G = ⟨x⟩ ist abelsch, da xz1xz2 = xz1+z2 = xz2+z1 = xz2xz1 für alle
z1, z2 ∈ Z gilt. Die Umkehrung gilt nicht nach (4).

Definition. Sei G eine Gruppe, x ∈ G. Ist ⟨x⟩ endlich, so heißt ord(x) := |⟨x⟩| die Ordnung von x.
Andernfalls hat x unendliche Ordnung.

Satz 1.3.1. Sei G eine Gruppe sowie x ∈ G. Dann gilt:

(1) Hat x endliche Ordnung, so gilt

ord(x) = min{n ∈ N | xn = e} und ⟨x⟩ = {x0 = e, x2, . . . , xord(x)−1}.

(2) Ist m ∈ N ein Element mit xm = e, so hat x endliche Ordnung und ord(x) teilt m.

5Hier verwenden wir die additive Schreibweise.
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(3) Hat x ∈ G endliche Ordnung, so hat xs für jedes s ∈ Z endliche Ordnung und es gilt

ord(xs) =
ord(x)

ggT(ord(x), s)
.

(4) Ein Element x ∈ G hat unendliche Ordnung genau dann, wenn alle Potenzen von x paarweise
verschieden sind.

Beweis.

(1) Wir betrachten H := {n ∈ Z | xn = e}. Dann ist H ⊆ Z eine Untergruppe und es gibt
m0 ∈ N0 mit H = ⟨m0⟩ = {zm0 | z ∈ Z}.

Die Annahme m0 = 0 liefert H = {0} und aus xn = xm mit n ≥ m ≥ 1 folgt xn−m = e. Das
heißt n−m ∈ H = {0} und n = m. Damit ist die Abbildung

f : Z −→ ⟨x⟩ ; n 7→ xn

ist injektiv und hat x unendliche Ordnung, ein Widerspruch.

Es gilt also m0 > 0 und wir behaupten, dass ⟨x⟩ = {xn | 0 ≤ n ≤ m0 − 1}. Die Inklusion
⊇ folgt aus Lemma 1.2.3(3). Sei h ∈ ⟨x⟩. Dann existiert nach Lemma 1.2.3(3) ein s ∈ Z mit
h = xs. Division mit Rest liefert q, r ∈ Z mit s = qm0 + r, wobei r ∈ {0, . . . ,m0 − 1}. Es folgt
dann

h = xs = (xm0)qxr = xr.

Dies beweist die Behauptung und wir erhalten ord(x) ≤ m0.

Seien 0 ≤ s ≤ t ≤ m0 − 1 mit xs = xt gegeben. Dann gilt 0 ≤ t− s ≤ m0 − 1 sowie

xt−s = e.

Es folgt t− s ∈ H und somit s = t. Also haben wir ord(x) = m0 = minH ∩ N.

(2) Sei s ∈ Z, dann existieren q ∈ Z und 0 ≤ r < m mit s = qm+ r. Wir erhalten xs = (xm)qxr =
xr. Es folgt ord(x) ≤ m. Wir schreiben nun m = q ord(x)+ r mit 0 ≤ r < ord(x) und erhalten
e = xm = xr. Da r < ord(x) gilt, liefert (1) r = 0. Damit ist ord(x) ein Teiler von m.

(3) Es sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit s ∈ N. Dann gilt

(xs)ord(x) = (xord(x))s = e

Damit hat xs nach (2) endliche Ordnung. Es sei nun

d := ggT(ord(x), s).

Das Lemma von Bézout liefert a, b ∈ Z mit d = a ord(x) + bs. Damit erhalten wir

xord(x
s)d = ((xord(x))ord(x

s))a · xord(xs)bs = ((xs)ord(x
s))b = e.

Wegen (2) gilt ord(xs)d = ord(x)n für ein n ∈ N. Wegen s
d ∈ N folgt außerdem

(xs)
ord(x)

d = (xord(x))
s
d = e,

also gibt es m ∈ N mit ord(x)
d = m ord(xs). Insgesamt erhalten wir somit

ord(x) = ord(xs)dm = ord(x)mn

und daher m = n = 1. Damit folgt ord(xs)d = ord(x)n = ord(x).
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(4) Sind alle Potenzen paarweise verschieden, so ist die Abbildung

f : Z −→ ⟨x⟩ ; n 7→ xn

injektiv und x hat unendliche Ordnung. Gibt es n < m mit xn = xm, so folgt xm−n = e und
x hat nach (2) endliche Ordnung.

Beispiel.

(1) Wir verwenden für Permutationen die aus der Linearen Algebra bekannte Schreibweise. Es

sei σ =

(
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

)
∈ S5. Nachrechnen zeigt σi ̸= id für i ∈ {1, 2, 3, 4} und σ5 = id.

Das heißt ord(σ) = 5. Weiter gilt ord(σ2) = ord(σ)
ggT(ord(σ),2) = 5. Mit ⟨σ2⟩ ⊆ ⟨σ⟩ folgt ⟨σ⟩ = ⟨σ2⟩.

(2) Es sei G eine endliche Gruppe und x ∈ G. Dann ist ord(x) = |⟨x⟩| nach dem Satz von
Lagrange ein Teiler von |G|. Wir schreiben ord(x)ℓ = |G| mit ℓ = [G : ⟨x⟩] ∈ N. Es folgt
x|G| = (xord(x))ℓ = eℓ = e.

Satz 1.3.2. Sei G = ⟨x⟩ eine zyklische Gruppe.

(1) Jede Untergruppe H ⊆ G is zyklisch.

(2) Gilt |G| = n, so ist für einen Teiler d von n

Gd := ⟨x
n
d ⟩

die einzige Untergruppe von G der Ordnung d.

(3) Gilt |G| = n und ist H ⊆ G eine Untergruppe, so existiert ein Teiler d von n mit H = Gd.

Beweis.

(1) Ist H ̸= {e}, so existiert
n0 := min{n ∈ N | xn ∈ H}.

Wir behaupten: H = ⟨xn0⟩, wobei die Inklusion ⊇ aus Lemma 1.2.3(2) folgt. Sei h = xn ∈ H .
Dann existieren q, r ∈ Z mit n = qn0+ r und r ∈ {0, . . . , n0− 1}. Es folgt xr = h(xn0)−q ∈ H .
Nach Definition von n0 impliziert dies r = 0, und damit h = (xn0)q ∈ ⟨xn0⟩. Insbesondere
ist H damit zyklisch.

(2) Wegen d | n gilt n
d = ggT(n, nd ) und Satz 1.3.1 liefert ord(x

n
d ) = d. Also hat Gd die Ordnung

d.

Sei nun H ⊆ G eine Untergruppe der Ordnung d. Für d = 1 gilt H = {e} = G1. Andernfalls
liefert (1) ein m ∈ N mit H = ⟨xm⟩ und nach dem Beweis von (1) können wir m = min{t ∈
N | xt ∈ H} wählen. Dann gilt nach Satz 1.3.1(3)

d = ord(xm) =
n

ggT(m,n)
.
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Wie schreiben n = qm + r mit r ∈ {0, . . . ,m − 1}. Dann gilt mit Bespiel (2) der vorherigen
Seite

x−r = ex−r = xn · x−r = xn−r = (xm)q ∈ H.

Also ist xr = (x−r)−1 ein Element von H , was nach Wahl von m die Gleichung r = 0 im-
pliziert. Wir erhalten n = qm und ggT(m,n) = m. Dies liefert d = n

m und m = n
d , also

H = Gd.

(3) Sei H eine Untergruppe der Ordnung d. Nach dem Satz von Lagrange ist d ein Teiler von n
und (2) impliziert H = Gd.

□

Beispiel. Wir betrachten die Permutationen

σ =

(
1 2 3
2 1 3

)
und τ =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

Es sind ⟨σ⟩ ≠ ⟨τ⟩ Untergruppen von S3 der Ordnung 2. Damit ist S3 nach Satz 1.3.2 nicht zyklisch.

1.4 Homomorphismen und Normalteiler

Definition. Es seien G,G′ Gruppen.

(1) Eine Abbildung φ : G −→ G′ zwischen zwei Gruppen heißt Homomorphismus, falls

φ(xy) = φ(x)φ(y)

für alle x, y ∈ G gilt.

(2) Ein bijektiver Homomorphismus φ : G −→ G′ heißt Isomorphismus. In diesem Fall ist die
Umkehrabbildung φ−1 : G′ −→ G ebenfalls ein Homomorphismus.

(3) Wir sagen G ist isomorph zu G’, falls ein Isomorphismus φ : G −→ G′ existiert. In diesem
Fall schreiben wir G ∼= G′.

Lemma 1.4.1. Sei φ : G −→ G′ ein Homomorphismus. Es gelten die folgenden Aussagen.

(1) φ(eG) = eG′ .

(2) φ(x−1) = φ(x)−1 für alle x ∈ G.

(3) Das Bild imφ := {φ(x) | x ∈ G} von φ ist eine Untergruppe von G′.

(4) Der Kern kerφ := φ−1(eG′) = {x ∈ G | φ(x) = eG′} von φ ist eine Untergruppe von G.

(5) φ−1(φ(x)) = x kerφ = {xz | z ∈ kerφ} für alle x ∈ G.
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Beweis. Siehe [5, (3.2.30), (3.2.39)] für die Beweise von (1) - (4). Wir zeigen (5). Sei x ∈ G und

y ∈ φ−1(φ(x)), dann ist y = xx−1y ∈ x kerφ, da φ(x−1y)
(2)
= φ(x)−1φ(y) = φ(x)−1φ(x) = eG′ .

Anderseits ist φ(xz) = φ(x)φ(z) = φ(x) für alle z ∈ kerφ. Das heißt xz ∈ φ−1(φ(x)).

Bemerkung 1.4.2. Nach Lemma 1.4.1 ist ein Homomorphismus φ : G −→ G′ injektiv, genau dann,
wenn kerφ = {eG} gilt, da

φ ist injektiv ⇔ φ−1(φ(x)) = {x} für alle x ∈ G⇔ x kerφ = {x} für alle x ∈ G⇔ kerφ = {e}.

Definition. Es sei G eine Gruppe. Ein Isomorphismus φ : G −→ G heißt Automorphismus. Dann
ist

Aut(G) := {φ ∈ SG | φ ist Automorphismus}

eine Untergruppe von SG.

Beispiele. (1) exp: (R,+) −→ (R>0, ·) ; z 7→ ez ist ein Isomorphismus.

(2) φ : (C \ {0}, ·) −→ (R \ {0}, ·) ; z 7→ |z| ist ein Homomorphismus, der weder injektiv noch
surjektiv ist. Sei S ⊆ C der Einheitskreis und z ∈ C \ {0}, so gilt

φ−1(φ(z)) = z kerφ = zS1 = |z|ei arg(z)S = |z|S,

da ei arg(z) = cos(arg(z)) + i sin(arg(z)) ∈ S und S eine Untergruppe von (C \ {0}, ·) ist.
Abbildung 1.1 zeigt die Urbilder φ−1(2) und φ−1(72) in der Gaußschen Zahlenebene.

x

y

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

Abbildung 1.1: Urbilder von 2 und 7
2 unter dem Homomorphismus φ aus Beispiel (2).

(3) Es sei n ∈ N und GLn(R) die Menge der invertierbaren n× n-Matrizen. Nach dem Determi-
nantenproduktsatz ist die Determinantenabbildung

det : (GLn(R), ·) −→ (R \ {0}, ·) ; A 7→ det(A)

ein Gruppenhomomorphismus mit ker det = {A ∈ GLn(R) | det(A) = 1} =: SLn(R).
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(4) Es sei n ∈ N, σ ∈ Sn und A(σ) ∈ GLn(R) die zugehörige Permutationsmatrix. Per Definition
gilt A(σ) = (aij) mit aij = δiσ(j) für alle i, j ∈ {1, . . . , n}. Die Leibnizformel liefert

det(A(σ)) =
∑
τ∈Sn

sgn(τ)

n∏
i=1

aτ(i)i =
∑
τ∈Sn

sgn(τ)

n∏
i=1

δτ(i)σ(i) = sgn(σ),

wobei sgn(τ) das Signum/Vorzeichen von τ bezeichnet (siehe [5, (3.3.5)]). Nachrechnen
zeigt, dass A(σ)A(τ) = A(σ ◦ τ) für alle σ, τ ∈ Sn gilt. Nach (3) ist damit auch sgn: Sn −→
({±1}, ·), σ 7→ sgn(σ) ein Gruppenhomomorphismus (vergleiche [5, (3.3.9)]).

(5) Ist G eine Gruppe und g ∈ G, so ist ιg : G −→ G;x 7→ gxg−1 ein Automorphismus mit
Umkehrabbildung ι−1

g = ιg−1 (Übung).

Der folgende Satz besagt, dass eine Gruppe G als Untergruppe der symmetrischen Gruppe SG
aufgefasst werden kann.

Proposition 1.4.3 (Satz von Cayley). Sei G eine Gruppe. Dann ist φ : G −→ SG, mit

φ(x)(y) := xy für alle x, y ∈ G

ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Sei x ∈ G. Wegen φ(x)(x−1y) = y für alle y ∈ G ist die Abbildung φ(x) : G −→ G
surjektiv. Gilt für y, z ∈ G die Gleichung φ(x)(y) = φ(x)(z), so erhalten wir xy = xz und somit
y = z. Mithin ist φ(x) ∈ SG und die Abbildung φ ist wohldefiniert. Wegen φ(xy)(z) = (xy)z =
x(yz) = φ(x)(φ(y)(z)) = [φ(x) ◦ φ(y)](z) für alle x, y, z ∈ G folgt

φ(xy) = φ(x) ◦ φ(y).

Damit ist φ ein Gruppenhomomorphismus.
Ist x ∈ kerφ, so gilt φ(x) = idG und somit e = idG(e) = φ(x)(e) = xe = x. Also ist φ injektiv.

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N ⊆ G heißt Normalteiler von G oder normal
in G, falls

xNx−1 = N

für alle x ∈ G gilt. In diesem Fall schreiben wir N ⊴G.

Lemma 1.4.4. Sei G eine Gruppe und N ⊆ G eine Untergruppe. Folgende Bedingungen sind
äquivalent:

(1) N ist ein Normalteiler von G.

(2) Es gilt xN = Nx für alle x ∈ G.

(3) Es gilt xnx−1 ∈ N für alle x ∈ G.

13



Beweis. (1) ⇒ (2) und (2) ⇒ (3) folgen unmittelbar. Gelte also xnx−1 ∈ N für alle x ∈ G. Sei y ∈ G
fixiert, dann erhalten wir direkt yNy−1 ⊆ N . Sei nun n ∈ N , dann ist

n = y(y−1ny)y−1 = y(y−1n(y−1)−1︸ ︷︷ ︸
∈N

)y−1 ∈ yNy−1.

Beispiele. (1) H := StabS3(3) ist nicht normal in S3: Es sei τ :=

(
1 2 3
2 1 3

)
∈ H . Für σ :=(

1 2 3
1 3 2

)
∈ S3 gilt (σ ◦ τ ◦ σ−1)(3) = (σ ◦ τ)(2) = σ(1) = 1, und somit σ ◦ τ ◦ σ−1 ̸∈ H .

(2) Ist G eine abelsche Gruppe und N ⊆ G eine Untergruppe. Für x ∈ G und n ∈ N gilt
xnx−1 = xx−1n = n ∈ N . Damit ist N ein Normalteiler.

(3) Ist φ : G −→ G′ ein Gruppenhomomorphismus, so sind Urbilder von Normalteilern wie-
der Normalteiler. Insbesondere ist kerφ = φ−1({eG′}) ein Normalteiler von G. Bilder von
Normalteilern sind in der Regel keine Normalteiler (siehe Beispiel (1)).

(4) Sei n ∈ N, dann ist An := ker sgn⊴Sn ein Normalteiler von Sn. Die Gruppe An heißt die
alternierende Gruppe auf n Elementen.

1.5 Faktorgruppen und Isomorphiesätze

SeiG eine Gruppe,N⊴G eine normale Untergruppe. Die spezielle Beschaffenheit von Normaltei-
lern erlaubt uns auf der Menge der Linksnebenklassen G/N in natürlicher Weise eine Gruppen-
struktur zu definieren: Die Menge

G/N = {xN | x ∈ G}

erhält durch
(xN) · (yN) := xyN

die Struktur einer Gruppe mit neutralem Element eG/N = N = eN . Diese Gruppe heißt Faktor-
gruppe von G nach N . Die Abbildung

π : G −→ G/N ; x 7→ xN

ist ein surjektiver Homomorphismus mit kerπ = N . Wir nennen π die kanonische Projektion.

Bemerkungen 1.5.1.
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(1) Obige Zuordnung ist wohldefiniert, da N ein Normalteiler von G ist: Sind x1, x2, y1, y2 ∈ G
mit x1N = x2N und y1N = y2N , so gilt x−1

1 x2, y
−1
1 y2 ∈ N und damit

(x1y1)
−1(x2y2)N = y−1

1 x−1
1 x2y2N = (y−1

1 y2)(y
−1
2 (x−1

1 x2)y2︸ ︷︷ ︸
∈N

)N = N,

da N ein Normalteiler ist. Das heißt x1y1N = x2y2N

(2) Es gilt (xN)−1 = x−1N für jedes x ∈ G.

(3) U := StabS3(3) ist kein Normalteiler von S3 und die Zuordnung

S3/U × S3/U −→ S3/U, (σU, τU) 7→ σ ◦ τU6

nicht wohldefiniert:

Es seien σ =

(
1 2 3
3 2 1

)
und τ =

(
1 2 3
2 3 1

)
∈ S3. Es gilt σ−1 ◦ τ =

(
1 2 3
2 1 3

)
∈ U , also

σU = τU . Es gilt aber σ ◦ σ = id ∈ U und τ ◦ τ =

(
1 2 3
3 1 2

)
̸∈ U . Das heißt

(σ ◦ σ)U = U ̸= (τ ◦ τ)U.

(4) Wir haben bereits gesehen, dass für einen Homomorphismus φ : G −→ G′ der Kern kerφ
ein Normalteiler von G ist. Es sei nun N ⊴ G ein Normalteiler, so ist π : G −→ G/N ein
Homomorphismus und kerφ = N . Damit sind Normalteiler genau die Untergruppen, die
als Kern eines Homomorphismus auftreten.

Satz 1.5.2 (Homomorphiesatz). Seien φ : G −→ G′ ein Homomorphismus von Gruppen und
N⊴G ein Normalteiler mitN ⊆ kerφ. Dann existiert genau ein Homomorphismus φ̄ : G/N −→ G′

derart, dass φ̄ ◦ π = φ gilt. Das heißt wir erhalten das kommutative Diagram

G
φ
//

π
��

G′

G/N

φ̄

<<

Beweis. Sind φ̄1, φ̄2 : G/N −→ G′ mit φ̄1◦π = φ = φ̄2◦π, dann stimmen φ̄1 und φ̄2 auf imπ = G/N
überein und es folgt φ̄1 = φ̄2. Damit ist die Abbildung φ̄ eindeutig bestimmt. Notwendigerweise
setzen wir

φ̄(xN) := φ(x)

für alle x ∈ G. Gilt xN = yN , so folgt nach Voraussetzung x−1y ∈ N ⊆ kerφ. Damit erhalten wir

φ(x) = φ(x)eG′ = φ(x)φ(x−1y) = φ(xx−1y) = φ(y).

Also ist φ̄ wohldefiniert. Die restlichen Behauptungen ergeben sich durch direktes Nachrechnen.

Der folgende Satz ist nun eine einfache Folgerung, die Konsequenzen dieser Aussage sind je-
doch weitreichend.

6Streng genommen müssten wir hier σ ◦ τ ◦ U schreiben.

15



Korollar 1.5.3. Sei φ : G −→ G′ ein Homomorphismus. Dann ist

φ̄ : G/ kerφ −→ G′ ; x kerφ 7→ φ(x)

ein injektiver Homomorphismus mit im φ̄ = imφ. Insbesondere gilt daher G/ kerφ ∼= imφ.

Beweis. Nach Satz 1.5.2 ist φ̄ wohldefiniert. Da π : G −→ G/ kerφ surjektiv ist, folgt imφ = im(φ̄◦
π) = im φ̄. Ist x kerφ ∈ ker φ̄, so gilt eG′ = φ̄(x kerφ) = φ(x) und damit x ∈ kerφ. Das heißt
x kerφ = kerφ = eG/ kerφ

Bemerkung 1.5.4. Da der Satz erfahrungsgemäß einschüchternd wirkt, geben wir hier eine mögliche
Interpretation: Wir starten mit einem Homomorphismus φ : G −→ G′ und nehmen an, dass wir
die Gruppe G′ gut kennen (und damit auch insbesondere alle Untergruppen).

Ist φ injektiv, so können wir G ∼= imφ als Untergruppe von G′ auffassen. In diesem Fall verste-
hen wir also auch G.

Ist φ nicht injektiv, so gilt kerφ ̸= {e}. Um wieder einen injektiven Homomorphismus zu er-
halten, fassen wir alle Elemente in kerφ als ein Element auf. Dies geschieht durch den Übergang
zu G/ kerφ. In dieser Gruppe ist kerφ ∈ G/ kerφ das neutrale Element und ker φ̄ = kerφ. Da-
mit ist φ̄ : G/ kerφ −→ G injektiv. Der Preis den wir zahlen müssen, ist der Übergang zu einer

”kleineren“ Gruppe G/ kerφ, die G mithilfe von kerφ approximiert: Für x, y ∈ G stimmen die
Nebenklassen x kerφ, y kerφ genau dann überein, wenn sich x und y nur durch Multiplikation
mit einem Element aus kerφ unterscheiden.

Beispiele. (1) Übungsaufgabe: Mithilfe von Korollar 1.5.3 lässt sich zeigen, dass für jede zykli-
sche Gruppe G genau ein n ∈ N0 mit G ∼= Z/⟨n⟩ existiert. Insbesondere gilt Cn ∼= Z/⟨n⟩ für
n ∈ N.

(2) Ist φ : G −→ G′ ein surjektiver Homomorphismus zwischen endlichen Gruppen, so ist nach
dem Satz von Lagrange und Korollar 1.5.3 die Ordnung von G′ ein Teiler der Ordnung von
G, da |G′| = | imφ| = |G/ kerφ| = |G|

| kerφ| .

(3) Ist φ : Z/⟨12⟩ −→ Z/⟨7⟩ ein Homomorphismus, so gilt φ(x) = 0Z/⟨7⟩ für alle x ∈ Z/⟨7⟩: Wäre
φ(x) ̸= 0Z/⟨z⟩ für ein x ∈ Z/⟨12⟩, so wäre imφ eine Untergruppe von Z/⟨7⟩ mit mindestens 2
Elementen. Der Satz von Lagrange liefert imφ = Z/⟨7⟩. Nach dem Homomorphiesatz folgt

(Z/⟨12⟩)/ kerφ ∼= imφ = Z/⟨7⟩.

Erneute Anwendung von dem Satz von Lagrange liefert

12 = |Z/⟨12⟩| = | kerφ| · | imφ| = 7| kerφ|.

Das ist nicht möglich.

Seien ∅ ̸= S1, S2 ⊆ G Teilmengen einer Gruppe G. Dann definieren wir

S1S2 := {s1s2 | si ∈ Si, i ∈ {1, 2}}.
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Satz 1.5.5 (Erster Isomorphiesatza). Es seienG eine Gruppe,H ⊆ G eine Untergruppe undN ⊆ G
ein Normalteiler. Dann gilt:

(1) NH ist eine Untergruppe von G.

(2) N ∩H ist ein Normalteiler von H .

(3) Die Abbildung
φ : H/(N ∩H) −→ NH/N ; x(N ∩H) 7→ xN.

ist ein Isomorphismus.
aEs gibt auch einen zweiten Isomorphiesatz, dieser ist jedoch für unsere Vorlesung nicht relevant.

Beweis.

(1) Es ist e ∈ NH . Sind n, n′ ∈ N und h, h′ ∈ H . Da N ein Normalteiler ist, gilt

(nh)(n′h′) = (nhn′h−1︸ ︷︷ ︸
∈N

)hh′ ∈ NH,

sowie
(nh)−1 = h−1n−1 = (h−1n−1h︸ ︷︷ ︸

∈N

)h−1 ∈ NH.

(2)+(3) Es ist N ⊆ NH ein Normalteiler der Gruppe NH . Sei σ : H −→ NH/N die Restriktion der
kanonischen Projektion π : NH −→ NH/N . Wegen

nhN = h(h−1nh︸ ︷︷ ︸
∈N

)N = hN = σ(h)

für h ∈ H und n ∈ N ist σ surjektiv. Ferner gilt kerσ = kerπ ∩ H = N ∩ H . Damit liefert
Korollar 1.5.3 das Gewünschte. Weiter ist damit N ∩H = kerσ ein Normalteiler von H .

Bemerkung 1.5.6. Da N ein Normalteiler von G ist, gilt Nh = hN für alle h ∈ H und damit
NH = HN . Ist zusätzlich H ein Normalteiler von G, so ist auch NH = HN ein Normalteiler von
G.

1.6 Produkte von Gruppen

Es sei G eine Gruppe, N ⊴G ein Normalteiler von G und H ⊆ G eine Untergruppe. Wir haben ge-
sehen, dass dann NH = HN eine Untergruppe von G. In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns
mit der Untersuchung dieser Gruppe und allgemeiner dem endlichen Produkt von Normalteilern.
Dazu halten wir zunächst einige Beobachtungen fest.

(1) Es gilt zwar NH = HN , das heißt aber nicht, dass nh = hn für alle n ∈ N und h ∈ H gilt,
selbst wenn N und H abelsch sind (siehe Übung).
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(2) Wir haben im Beweis von Satz 1.5.5 gesehen, dass (n1h1)(n2h2) = n1(h1n2h
−1
1 )(h1h2) mit

n1(h1n2h
−1
1 ) ∈ N und h1h2 ∈ H gilt. Im Allgemeinen ist diese Darstellung nicht eindeutig.

Mit der Zusatzannahme N ∩H = {e} folgt aus nh = n′h′ die Gleichung (n′)−1n′ = h′h−1 ∈
N ∩H = {e}. Das heißt n = n′ und h = h′ und die Darstellung ist eindeutig.

(3) Sind N und H endlich, so ist NH endlich und nach Satz 1.5.5 gilt

H/(N ∩H) ∼= NH/N.

Mit dem Satz von Lagrange folgt |NH| = |N ||H|
|N∩H| . Die Gruppe NH ist also genau dann von

Ordnung |N ||H|, wenn N ∩H = {e} gilt.

Definition. Es sei G eine Gruppe, N ⊴ G ein Normalteiler und H ⊆ G eine Untergruppe. Wir
sagen, dass G das semidirekte Produkt von N und H ist, falls

(1) NH = G, und

(2) N ∩ U = {e} gilt.

In diesem Fall schreiben wir G = N ⋊H7.

Beispiele. (1) Sei n ≥ 3. Wir betrachten den surjektiven Homomorphismus sgn: Sn −→ ({±1}, ·).
Der Satz von Lagrange zusammen mit Korollar 1.5.3 liefert |An| = | ker sgn | = |Sn|

|{±1}| =
n!
2 .

Es sei τ ∈ Sn die Abbildung die nur 1 und 2 vertauscht, dann gilt ⟨τ⟩ ∩ An = {id} und
Beobachtung (3) zeigt |An⟨τ⟩| = |An| · |⟨τ⟩| = n! = |Sn|, also An ⋊ ⟨τ⟩.

(2) Es sei n ∈ N. Wir betrachten den Vektorraum Rn zusammen mit dem Standardskalarprodukt
⟨x, y⟩ =

∑n
i=1 xiyi. In der linearen Algebra betrachtet man die Gruppe der Isometrien

Iso(Rn) = {f : Rn −→ Rn | ∀ x, y ∈ Rn : ||φ(x)− φ(y)|| = ||x− y||}.

Diese enthält die Untergruppe der orthogonalen Abbildungen

O(Rn) = Iso(Rn) ∩HomR(Rn,Rn)

und die Gruppe der Translationen

T (Rn) = {τa | a ∈ Rn},

wobei τa : Rn −→ Rn;x 7→ a+ x. Es gilt Iso(Rn) = T (Rn)⋊O(Rn) (vergleiche [5, (9.7.9)]).

Eine besonders einfache Beschreibung der Untergruppe NH ⊆ G ergibt sich, wenn N ∩ H =
{e} gilt und sowohl N als auch H Normalteiler sind. Wir diskutieren im Folgenden direkt den
verallgemeinerten Fall.

7Das Zeichen ⋊ deutet an, dass N in G normal ist. Da HN = NH = G gilt, wird das semidirekte Produkt auch
manchmal als H ⋉N = G notiert.
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Definition. Es seien G1, . . . , Gn Gruppen (nicht zwangsweise Untergruppen einer gemeinsamen
Gruppe), dann erhält das kartesische Produkt

∏n
i=1Gi = G1 × G2 × · · · × Gn die Struktur einer

Gruppe durch
(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) := (x1y1, . . . , xnyn).

Diese Gruppe nennt man das (äußere) Produkt der Gruppen G1, . . . , Gn.8

Lemma 1.6.1. Es sei G eine Gruppe mit Normalteilern G1, . . . , Gn ⊴G.

(1) Gilt Gi ∩Gj = {e} für alle i ̸= j, so ist die (surjektive) Abbildung

φ :

n∏
i=1

Gi −→ G1G2 · · ·Gn; (g1, . . . , gn) 7→ g1g2 · · · gn

ein Homomorphismus.

(2) Gilt
Gj ∩ (G1 · · ·Gj−1Gj+1 · · ·Gn) = {e} für alle j ∈ {1, . . . , n},

so ist φ ein Isomorphismus.

Beweis. Als Produkt von Normalteilern ist G1G2 ein Normalteiler von G (Übung). Induktiv, folgt
dass G1G2 · · ·Gn ein Normalteiler von G ist.

(1) Es seien i ̸= j ∈ {1, . . . , n} und x ∈ Gi, y ∈ Gj . Dann gilt aufgrund der Normalität beider
Gruppen xyx−1 ∈ Gj und yx−1y−1 ∈ Gi. Wir erhalten

xyx−1y−1 = x(yx−1y−1︸ ︷︷ ︸
∈Gi

) = (xyx−1︸ ︷︷ ︸
∈Gj

)y−1 ∈ Gi ∩Gj = {e},

das heißt
(∗) xy = yx.

Nach Definition vonφ undG1G2 · · ·Gn istφ surjektiv. Es gilt für alle (g1, . . . , gn), (h1, . . . , hn) ∈∏n
i=1Gi :

φ((g1, . . . , gn)(h1, . . . , hn)) = φ(g1h1, . . . , gnhn) = (g1h1)(g2h2) · · · (gnhn)
(∗)
= (g1g2 · · · gn)(h1h2 · · ·hn) = φ(g1, . . . , gn)φ(h1, . . . , hn).

Also ist φ ein Gruppenhomomorphismus.

(2) Es seien i ̸= j ∈ {1, . . . , n}. Nach Voraussetzung giltGj∩Gi ⊆ Gj∩(G1 · · ·Gj−1Gj+1 · · ·Gn) =
{e}. Damit ist (1) anwendbar. Es sei x = (g1, . . . , gn) ∈ kerφ. Dann gilt für j ∈ {1, . . . , n}

g−1
j = g−1

j φ(x) = g−1
j (g1g2 · · · gn)

(∗)
= g−1

j (gj · g1 · · · gj−1gj+1 · · · gn)
= g1 · · · gj−1gj+1 · · · gn ∈ Gj ∩ (G1 · · ·Gj−1Gj+1 · · ·Gn) = {e}.

Es folgt x = e∏n
i=1Gi

und damit kerφ = {e∏n
i=1Gi

}. Also ist φ ein Gruppenisomorphismus.

8Bemerke, dass für j ∈ {1, . . . , n} die Menge

Nj := {eG1} × · · · × {eGj−1} ×Gj × {eGj+1} × · · · × {eGn}

ein Normalteiler von G :=
∏n

i=1 Gi ist und G = N1N2 · · ·Nn sowie Nj ∩ (N1 · · ·Nj−1Nj+1 · · ·Nn) = {eG} gilt.

19



Korollar 1.6.2. Es sei G eine Gruppe, n ∈ N≥2 und N1, N2, . . . , Nn ⊴G endliche Normalteiler mit
ggT(|Ni|, |Nj |) = 1 für i ̸= j. Dann gilt N1N2 · · ·Nn

∼=
∏n
i=1Ni.

Beweis. Es seien i ̸= j ∈ {1, . . . , n}. Dann ist Ni ∩Nj eine Untergruppe von Ni und Nj . Der Satz
von Lagrange zusammen mit der Voraussetzung liefert Ni ∩Nj = {e}. Nach Lemma 1.6.1 ist die
Abbildung

φ :
n∏
i=1

Ni −→ N1N2 · · ·Nn; (x1, . . . , xn) 7→ x1x2 · · ·xn

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Es sei j ∈ {1, . . . , n} und U := N1 ×N2 × · · · ×Nj−1 ×
{e} ×Nj+1 × · · · ×Nn. Dann gilt φ(U) = N1 · · ·Nj−1Nj+1 · · ·Nn. Nach dem Homomorpiesatz gilt
damit

|N1 · · ·Nj−1Nj+1 · · ·Nn| = | imφ|U | =
|U |

| kerφ|U |
,

also ist |N1 · · ·Nj−1Nj+1 · · ·Nn| ein Teiler von |U | =
∏n
i ̸=j |Ni|. Damit sind

|Nj | und |N1 · · ·Nj−1Nj+1 · · ·Nn|

teilerfremd nach Voraussetzung und der Satz von Lagrange liefertNj∩(N1 · · ·Nj−1Nj+1 · · ·Nn) =
{e}. Nun wenden wir Lemma 1.6.1 an.

1.7 Operationen von Gruppen und die Klassengleichung

Definition. Sei G eine Gruppe, X ̸= ∅ eine Menge. Eine Abbildung

G×X −→ X ; (g, x) 7→ g.x

heißt Operation von G auf X , falls gilt:

(1) g.(h.x) = (gh).x für alle g, h ∈ G, x ∈ X ,

(2) e.x = x für alle x ∈ X .

In diesem Fall nennen wir X eine G-Menge.

Beispiele. (1) Die Gruppe Sn operiert auf der Menge X := {1, . . . , n} durch Anwendung, das
heißt

σ.i := σ(i) für alle σ ∈ Sn, i ∈ X.

(2) Sei G eine Gruppe. Dann wird durch

g.x := gx für alle g, x ∈ G

eine Operation von G auf G definiert (Operation durch Linksmultiplikation).

(3) Sei G eine Gruppe. Dann wird durch

g.x := gxg−1 für alle g, x ∈ G

eine Operation von G auf G definiert. (Operation durch Konjugation)
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Lemma 1.7.1. Sei G eine Gruppe, X ̸= ∅ eine Menge.

(1) IstG×X −→ X ; (g, x) 7→ g.x eine Operation vonG aufX , so ist φ : G −→ SX ; φ(g)(x) :=
g.x ein Homomorphismus.

(2) Ist φ : G −→ SX ein Homomorphismus, so definiert

G×X −→ X ; (g, x) 7→ g.x := φ(g)(x)

eine Gruppenoperation.

Beweis.

(1) Für jedes g ∈ G ist
φ(g) : X −→ X;x 7→ g.x

eine Abbildung. Es ist φ(e) = idX . Weiter gilt für alle g, h ∈ G, x ∈ X :

(∗) φ(gh)(x) = (gh).x = g.(h.x) = [φ(g) ◦ φ(h)](x).

Insbesondere folgt φ(g) ◦ φ(g−1) = φ(e) = idX = φ(e) = φ(g−1) ◦ φ(g). Damit erhalten wir
φ(g) ∈ SX für jedes g ∈ G. Zudem zeigt (∗), dass φ ein Homomorphismus ist.

(2) Analog.

Bemerkung 1.7.2. Der vorherige Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Cayley: Betrachten
wir die Operation vonG aufG durch Linksmultiplikation, so erhalten wir den Homomorphismus
φ : G −→ SG aus Proposition 1.4.3. Im Allgemeinen muss der Homomorphismus φ : G −→ SX
nicht injektiv sein, wie die Operation einer abelschen Gruppe durch Konjugation auf sich selbst
zeigt. In diesem Fall ist φ(g) = idG für alle g ∈ G, also kerφ = G.

Definition. Sei X eine G-Menge, x ∈ X . Dann heißt

G.x := {g.x | g ∈ G} ⊆ X

die Bahn von x. Weiter ist

Gx := StabG(x) := {g ∈ G | g.x = x} ⊆ G

eine Untergruppe von G, der Stabilisator von x. Man schreibt

X/G := {G.x | x ∈ X}

für die Menge der Bahnen.
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Bemerkung 1.7.3. Es sei X eine G-Menge. Wir definieren eine Äquivalenzrelation auf X ×X durch

x ∼ y :⇔ G.x = G.y.

Die Äquivalenzklassen sind genau die Mengen G.x mit x ∈ X . Insbesondere gilt für x, y ∈ X ent-
wederG.x = G.y oderG.x∩G.y = ∅. Wir nennen eine TeilmengeR ⊆ X ein Repräsentantensystem
der Bahnen, falls

X =
⋃
x∈R

G.x

und G.x ̸= G.y für alle x ̸= y ∈ R gilt. Wir schreiben dann auch kurz X =
⊔
x∈RG.x. Nach obiger

Überlegung lässt sich stets ein Repräsentantensystem der Bahnen finden.

Als erste Anwendung von Gruppenoperationen geben wir nun einen formalen Beweis für ein
Resultat, das bereits in der Linearen Algebra behandelt, aber nicht bewiesen wurde (siehe [5,
(3.3.4)]). Sei n ∈ N eine Menge, σ ∈ Sn eine Permutation. Dann heißt

supp(σ) := {i ∈ {1, . . . , n} | σ(i) ̸= i}

der Träger von σ. Ist | supp(σ)| = m ≥ 2 endlich und existiert a ∈ supp(σ) mit supp(σ) = {σi(a) |
0 ≤ i ≤ m− 1}, so nennt man σ einen m-Zykel und m die Länge von σ. Die 2-Zyklen von Sn wer-
den auch Transpositionen genannt. Sind a1, . . . , am ∈ {1, . . . , n} (m ≥ 2) paarweise verschiedene
Elemente, so bezeichnet (a1, . . . , am) den durch

(a1, . . . , am)(a) :=


a , falls a ̸∈ {a1, . . . , am}
ai+1 , falls a = ai für ein 1 ≤ i ≤ m− 1

a1 , falls a = am

definierten m-Zykel.

Bemerkung 1.7.4. Wir nennen Permutationen σ, τ ∈ Sn disjunkt, falls supp(σ) ∩ supp(τ) = ∅ gilt.
Sind σ und τ disjunkt, so gilt σ ◦ τ = τ ◦ σ und supp(σ ◦ τ) = supp(σ) ∪ supp(τ).

Satz 1.7.5. Sei n ∈ N.

(1) Ist σ ̸= id ∈ Sn, so gibt es Zyklen σ1, . . . , σℓ mit

σ = σ1 ◦ · · · ◦ σℓ und supp(σ) =

ℓ⊔
i=1

supp(σi).

Diese Darstellung ist bis auf Reihenfolge eindeutig.

(2) Sind a1, . . . , at ∈ {1, . . . , n} paarweise verschieden, so gilt

σ ◦ (a1, . . . , at) ◦ σ−1 = (σ(a1), . . . , σ(at)) für alle σ ∈ Sn.

(3) Die Gruppe Sn wird von der Menge {(1, 2), (1, 3), . . . , (1, n)} erzeugt.
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Beweis.

(1) Sei σ ̸= id ∈ Sn. Wir definieren die Untergruppe {id, σ, . . . , σord(σ)−1} = ⟨σ⟩ =: U ⊆ Sn und
betrachten die Operation (es handelt sich um die Einschränkung der Operation von Sn auf
{1, . . . , n})

U × {1, . . . , n} −→ {1, . . . , n}; (σj , i) 7→ σj(i).

Es sei a ∈ {1, . . . , n}. Dann existiert 1 ≤ ra ≤ ord(σ) minimal mit σra(a) = a. Damit gilt für
die Bahn U.a, dass |U.a| = ra und

U.a = {a, σ(a), . . . , σra−1(a)}.

Wir wählen ein Repräsentantensystem a1, . . . , am ∈ {1, . . . , n} der Bahnen, d.h. {1, . . . , n} =⊔m
i=1 U.ai. Es sei J := {j ∈ {1, . . . ,m} | |U.aj | > 1}. Es gilt J ̸= ∅, da σ ̸= id. Nach Umnum-

merierung können wir J = {1, . . . , ℓ} mit 1 ≤ ℓ ≤ m annehmen. Es sei a ∈ {1, . . . , n}. Wir
finden ein eindeutiges Element j ∈ {1, . . . ,m} mit a ∈ U.aj und erhalten U.a = U.aj , also

a ̸∈ supp(σ) ⇔ σ(a) = a⇔ U.a = {a} ⇔ U.aj = {a} ⇔ U.aj = {aj} ⇔ |U.aj | = 1 ⇔ j ̸∈ J.

Das heißt supp(σ) =
⋃ℓ
j=1 supp(σj) =

⋃ℓ
j=1 U.aj . Für j ∈ J definieren wir

σj := (aj , σ(aj), σ
2(aj), . . . , σ

raj−1(aj)) ∈ Sn.

Nach Konstruktion gilt supp(σj) = U.aj . Es sei τ = σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σℓ. Nach Bemerkung 1.7.4
spielt die Reihenfolge keine Rolle und es gilt

supp(τ) =

ℓ⋃
j=1

supp(σj) =

ℓ⋃
j=1

U.aj = supp(σ).

Ist a ∈ supp(σ), so gibt es also genau ein j ∈ J mit a ∈ supp(σj) = U.aj . Nach Definition von
σj gilt σj(a) = σ(a). Weiter gilt σi(a) = a für i ∈ J \ {j} und wir erhalten

τ(a) = [σj ◦
∏

i∈J\{j}

σi](a) = σj(a) = σ(a).

Wegen supp(τ) = supp(σ) impliziert dies σ = τ .

Ist nun σ = τ1 ◦ · · · ◦ τk eine weitere derartige Zerlegung, so ist {supp(τi) | i ∈ {1, . . . , k}}
die Menge der Bahnen in {1, . . . , n}/U mit mindestens 2 Elementen. Insbesondere gilt k = ℓ
und es existiert eine Bijektion f : {1, . . . , ℓ} −→ {1, . . . , k} mit supp(σi) = supp(τf(i)) für alle
i ∈ {1, . . . , ℓ}. Sei i ∈ {1, . . . , ℓ} und a ∈ supp(σi) = supp(τf(i)). Dann gilt

σi ◦ (σ1 ◦ · · · ◦ σi−1 ◦ σi+1 ◦ · · · ◦ σℓ) = σ = τf(i) ◦ (τ1 ◦ · · · ◦ τf(i)−1 ◦ τf(i)+1 ◦ · · · ◦ τℓ)

und damit

σi(a) = σi((σ1◦· · ·◦σi−1◦σi+1◦· · ·◦σℓ)(a)) = τf(i)((τ1◦· · ·◦τf(i)−1◦τf(i)+1◦· · ·◦τℓ)(a)) = τf(i)(a).

Trivialerweise gilt σi(b) = τf(i)(b) für alle b ̸∈ supp(σi) = supp(τf(i)) und damit σi = τf(i).
Dies liefert die Eindeutigkeit der Zerlegung.
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(2) Sei x ∈ supp(σ ◦ (a1, . . . , at) ◦ σ−1). Dann gilt [σ ◦ (a1, . . . , at) ◦ σ−1](x) ̸= x und somit

[(a1, . . . , at) ◦ σ−1](x) ̸= σ−1(x).

Dies bedeutet σ−1(x) ∈ {a1, . . . , at} und x ∈ σ({a1, . . . , at}). Wir erhalten damit supp(σ ◦
(a1, . . . , at) ◦ σ−1) = {σ(a1), . . . , σ(at)} sowie

[σ ◦ (a1, . . . , at) ◦ σ−1](σ(aj)) =

{
σ(aj+1) , falls j < t

σ(a1) , falls j = t.

Dies bedeutet σ ◦ (a1, . . . , at) ◦ σ−1 = (σ(a1), . . . , σ(at)).

(3) Die Behauptung ist klar für n = 2. Sei daher n ≥ 3. Es sei T ⊆ Sn die Menge der Transposi-
tionen. Ist (a1, . . . , at) ein t-Zykel, so gilt für t ≥ 3

(a1, . . . , at) = (a1, . . . at−1) ◦ (at−1, at).

Induktion nach t liefert (a1, . . . , at) ∈ ⟨T ⟩ und (1) impliziert damit Sn = ⟨T ⟩.
Seien nun 1 < i < j ∈ {1, . . . , n}. Aus (2) folgt

(1, i) ◦ (1, j) ◦ (1, i) = (i, j),

und somit T ⊆ ⟨{(1, i) | i ∈ {2, . . . , n}}⟩. Mithin haben wir Sn = ⟨{(1, i) | i ∈ {2, . . . , n}}⟩.

□

Beispiele.

(1) Es gilt S9 ∋ (1, 2, 3, 4)(4, 5, 1, 3)(7, 5, 8)(1, 2) = (1, 3)(2, 4, 5, 8, 7)(6)(9) = (1, 3)(2, 4, 5, 8, 7)9.

(2) Es gilt für i ̸= j ungleich 1 die Gleichung (1, i)(1, j)(1, i) = (i, j) und damit

(1, 2, 4, 5, 8, 7) = (1, 2)(2, 4)(4, 5)(5, 8)(8, 7)

= (1, 2)[(1, 2)(1, 4)(1, 2)][(1, 4)(1, 5)(1, 4)][(1, 5)(1, 8)(1, 5)][(1, 8)(1, 7)(1, 8)].

(3) Nach Satz 1.7.5(2) sind je zwei Zyklen gleicher Länge zueinander konjugiert.

Lemma 1.7.6 (Bahnformel). Sei X eine G-Menge und x ∈ X .

(1) Die Abbildung

φ :

{
G/Gx −→ G.x
gGx 7→ g.x

ist bijektiv.

(2) Ist G endlich, so ist |G.x| ein Teiler der Gruppenordnung und es gilt |G| = |G.x| · |Gx|.

Beweis.
9Wir verzichten ab jetzt auf das Symbol ◦ für die Komposition.
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(1) Wir zeigen zunächst, dass φ wohldefiniert ist. Seien g, h ∈ G mit gGx = hGx. Dann gilt
g−1h ∈ Gx und somit (g−1h).x = x. Also folgt

g.x = g.[(g−1h).x] = (g(g−1h)).x = h.x.

Seien nun g, h ∈ G mit φ(gGx) = φ(hGx) gegeben. Dann gilt g.x = h.x und daher

(g−1h).x = g−1.(h.x) = g−1.(g.x) = (g−1g).x = e.x = x.

Damit haben wir g−1h ∈ Gx und somit gGx = hGx. Die Abbildung φ ist also injektiv.

Die Surjektivität von φ folgt unmittelbar aus der Definition.

(2) Dies folgt unmittelbar aus (1) und dem Satz von Lagrange.

Beispiele. (1) Die wichtige Erkenntnis aus der Bahnformel ist, dass für eine endliche Gruppe
G die Mächtigkeit der Bahn G.x ⊆ X ein Teiler der Gruppenordnung ist. Operiert also eine
Gruppe der Ordnung 49 auf einer Menge der Ordnung 40, so gilt entweder |G.x| = 1 (das
heißt g.x = x für alle g ∈ G) oder |G.x| = 7, da auch |G.x| ≤ |X| = 40 gilt.

(2) Die Gruppe Sn operiert auf {1, . . . , n} durch Anwendung. Wir berechnen die Bahn Sn.n von
n. Mit (1, n), (2, n), . . . , (n − 1, n), id ∈ Sn gilt {1, . . . , n} ⊆ Sn.n ⊆ {1, . . . , n}. Damit gilt
Sn.n = {1, . . . , n} und die Bahnformel liefert

|StabSn(n)| = |(Sn)n| =
|Sn|
|Sn.n|

=
|Sn|

|{1, . . . , n}|
=
n!

n
= (n− 1)!.

Es sei σ ∈ StabSn(n). Dann ist σ(n) = n und damit σ(i) ∈ {1, . . . , n − 1} für alle i ̸= n. Das
heißt die Restriktion der Operation liefert eine Operation

StabSn(n)× {1, . . . , n− 1} −→ {1, . . . , n− 1}; (σ, i) 7→ φ(σ)(i) = σ(i).

Nach Lemma 1.7.1 erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

φ : StabSn(n) −→ Sn−1;σ 7→ σ.i = σ(i).

Ist σ ∈ kerφ, so gilt σ(i) = i für alle i ∈ {1, . . . , n − 1} und σ(n) = n zeigt σ = id{1,...,n}.
Damit ist φ injektiv. Da | StabSn(n)| = (n − 1)! = |Sn−1| gilt, ist φ ein Isomorphismus, also
StabSn(n)

∼= Sn−1.

(3) Wir verallgemeinern das vorherige Beispiel. Es sei k ∈ N mit 1 ≤ k ≤ n. Die Gruppe Sn
operiert in natürlicher Weise auf der Menge

X := {T ⊆ {1, . . . , n} | |T | = k}

der k-elementigen Mengen von {1, . . . , n} durch σ.T := σ(T ) = {σ(t) | t ∈ T}. Wir betrach-
ten die Teilmenge S := {1, . . . , k} ∈ X . Ist T = {t1, . . . , tk} ∈ X ein weiteres Element, so
finden wir σ ∈ Sn mit σ.S = T . Das heißt X = Sn.S. Es ist StabSn(S) = {σ ∈ Sn | σ(S) = S}
und die Abbildung

φ : Sk × S{k+1,...,n} −→ StabSn(S); (σ, τ) 7→ φ(σ, τ)(i) =

{
σ(i) , falls 1 ≤ i ≤ k

τ(i) , falls k + 1 ≤ i ≤ n
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ist eine Bijektion. Wir schließen mit der Bahnformel und dem Satz von Lagrange

|X| = |Sn.S| = |Sn/ StabSn(S)| =
|Sn|

| StabSn(S)|
=

|Sn|
|Sk × S{k+1,...,n}|

=
n!

k!(n− k)!
=

(
n

k

)
.

Definition. Sei X eine G-Menge. Dann heißt

XG := {x ∈ X | ∀ g ∈ G : g.x = x}

die Menge der Fixpunkte von X .

Satz 1.7.7. Sei X eine endliche G-Menge. Dann gilt

|X| = |XG|+
∑

G.x∈X/G,|G.x|̸=1

[G : Gx].

Beweis. Wegen x ∈ G.x gilt

x ∈ XG ⇔ G.x = {x} ⇔ |G.x| = 1.

Mit X =
⊔
G.x∈X/GG.x folgt also

XG =
⊔

G.x∈X/G,|G.x|=1

G.x

und Lemma 1.7.6 impliziert

|X| = |XG|+
∑

G.x∈X/G,|G.x|̸=1

|G.x| = |XG|+
∑

G.x∈X/G,|G.x|̸=1

[G : Gx],

wie behauptet.

Definition. Operiert G auf G durch Konjugation so heißt ZG(x) := Gx = {g ∈ G | gx = xg}
der Zentralistor von x in G. Ferner nennt man Z(G) := GG = {x ∈ G | ∀ g ∈ G : gx = xg} das
Zentrum von G.

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1.7.7 ist die sogenannte Klassengleichung:

Korollar 1.7.8 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt

|G| = |Z(G)|+
∑

|G.x|̸=1

[G : ZG(x)].
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Beispiel (A Necklace Problem). Es seien n,m ∈ N. Wir färben die Zellen eines farblosen Glücksrads
R mit m Zellen ein (siehe Figur 1.2). Dazu stehen uns n verschiedene Farben zur Verfügung.

Abbildung 1.2: Farbloses Glücksrad R mit m = 6 Zellen und eine mögliche Färbung.

Im Folgenden untersuchen wir die Frage, wie viele bunte Glücksräder wir auf diese Weise er-
halten.
Zwei Einfärbungen vonR ergeben dasselbe farbige Glücksrad, genau dann, wenn sich eine Färbung
durch Drehung aus der anderen Färbung um ein Vielfaches von 360

m

◦ ergibt (siehe Figur 1.3).

Abbildung 1.3: Drei verschiedene Einfärbungen von R. Nur die ersten beiden Einfärbungen be-
schreiben dasselbe bunte Glücksrad.

Wir formulieren diese Fragestellung algebraisch. Dazu nehmen wir an, dass R in R2 um den
Nullpunkt zentriert ist. Es sei G die n-elementige Drehgruppe die von der Drehung σ im R2 um
360
m

◦ erzeugt ist. Wir bezeichnen mit X die Menge der möglichen Färbungen von R. Die Gruppe
G wirkt in natürlicher Weise auf X und die Anzahl der Bahnen ist genau die Anzahl der verschie-
denen bunten Glücksräder, die wir erhalten können. Wir sind also an der Mächtigkeit von X/G
interessiert. Wir wollen die Zahl im Spezialfall m = p ∈ P Primzahl.

Zunächst gilt |X| = np, da wir bei jeder Zelle die Wahl zwischen n Farben haben. Sei x ∈ XG

ein Fixpunkt. Dann gilt insbesondere σ.x = x. Damit haben je zwei benachbarte Zellen von x
dieselbe Farbe. Damit sind die Fixpunkte genau die einfarbig gefärbten Glücksräder und somit
gilt |XG| = n. Sei nun G.x ∈ X/G mit |G.x| ̸= 1. Dann ist 1 ̸= |G.x| = |G/Gx| = [G : Gx] ein Teiler
der Gruppenordnung |G| = p und somit [G : Gx] = p. Wir schließen mit Satz 1.7.7

np = |X| = |XG|+
∑

G.x∈X/G;|G.x|̸=1

[G : Gx] = |XG|+ (|X/G| − |XG|)p = n+ (|X/G| − n)p

und somit
|X/G| = np + np− n

p
.

Dieses Beispiel zeigt, dass sich bei Gruppenoperationen einige Untersuchungen vereinfachen können,
wenn G eine Gruppe von Primzahlordnung ist. Im nächsten Abschnitt widmen wir uns dem sys-
tematischen Studium von Gruppen deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist.
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2 Strukturtheorie endlicher Gruppen

2.1 p-Gruppen

Definition. Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G heißt p-Gruppe, falls es ein n ∈ N0 mit
|G| = pn existiert.

Korollar 2.1.1. Sei p eine Primzahl und G ̸= {e} eine p-Gruppe.

(1) Dann gilt Z(G) ̸= {e}.

(2) Gilt |G| = p2, so ist G abelsch.

Beweis.

(1) Wir betrachten die Operation vonG aufG durch Konjugation. Es sei x ∈ Gmit |G.x| ≠ 1. Da
[G : ZG(x)] = |G.x| ≠ 1 ein Teiler der Gruppenordnung pn ist, gilt [G : ZG(x)] ≡ 0mod(p)1.
Wir schließen mit der Klassengleichung

|Z(G)| ≡ |Z(G)|+
∑

|G.x|̸=1

[G : ZG(x)] = |G| = pn ≡ 0mod(p).

Mit e ∈ Z(G) und p | |Z(G)| folgt Z(G) ̸= {e}.

(2) Nach (1) und dem Satz von Lagrange ist |Z(G)| ∈ {p, p2}. In den Übungsserien (Aufgabe 14)
wurde gezeigt, dass G/Z(G) nicht zyklisch ist. Da Gruppen von Primzahlordnung zyklisch
sind, folgt |G/Z(G)| ≠ p und damit |Z(G)| = p2, d.h. Z(G) = G.

Auf analogem Weg, lässt sich das folgende Resultat beweisen.2

Lemma 2.1.2. Es sei G eine p-Gruppe. Ist X eine endliche G-Menge, so gilt

|X| ≡ |XG| mod(p).

Beweis. Nach 1.7.7 gilt
(∗) |X| = |XG|+

∑
|G.x|̸=1

[G : Gx].

Wegen 1.7.1 erhalten wir |G.x| = [G : Gx] und nach Voraussetzung damit p|[G : Gx] für |G.x| ̸= 1.
Nun liefert (∗) die Behauptung. □

1Wir schreiben m ≡ nmod(ℓ) für m,n, ℓ ∈ Z, ℓ ̸= 0, falls ℓ | (m− n), das heißt bei Division mit Rest durch ℓ besitzen
m und n denselben Rest.

2Korollar 2.1.1 lässt sich auch aus Lemma 2.1.2 herleiten, da G auf G \ {e} durch Konjugation operiert.
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2.2 Die Sätze von Sylow

IstG eine endliche Gruppe, so wissen wir nach dem Satz von Lagrange, dass für jede Untergruppe
U von G die Ordnung |U | ein Teiler von |G| ist. Es ist daher natürlich folgende Fragestellungen zu
untersuchen:

• Existiert für einen Teiler ℓ von |G| stets eine Untergruppe der Ordnung ℓ?

• Sind gegebene Untergruppen derselben Ordnung isomorph (also strukturgleich)?

Beispiele. (1) Wir definieren V4 := {id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} ⊆ S4. Direktes Nach-
rechnen zeigt, dass V4 eine Untergruppe von S4 ist. Weiter besitzt jedes Element σ ∈ V4 \{id}
Ordnung 2. Damit ist V4 nicht zyklisch. Die Gruppe ⟨(1, 2, 3, 4)⟩ ⊆ S4 hingegen ist zyklisch
und von Ordnung 4. Damit enthält die S4 mindestens zwei Untergruppen der Ordnung 4,
die nicht isomorph sind.

(2) Angenommen die alternierende Gruppe A4 ⊴ S4 von Ordnung 12 enthält eine Untergruppe
U ⊆ A4 von Ordnung 6. Da A4 alle acht 3-Zyklen der S4 enthält, gibt es mindestens einen
3-Zykel in σ ∈ A4 \U . Es gilt |⟨σ⟩| = 3 und U ∩ ⟨σ⟩ = {id} nach dem Satz von Lagrange. Wir
betrachten die Abbildung

φ : U × ⟨σ⟩ −→ A4; (x, y) 7→ xy.

Gilt φ(x1, y1) = φ(x2, y2), so folgt x1y1 = x2y2, also x−1
2 x1 = y2y

−1
1 ∈ U ∩ ⟨σ⟩ = {id}. Das

heißt x1 = x2 und y1 = y2. Damit ist φ injektiv. Dies ist ein Widerspruch, da |U × ⟨σ⟩| =
6 · 3 > 12 = |A4|.

(3) Ist G zyklisch und d | |G| ein Teiler der Gruppenordnung, so existiert nach Satz 1.3.2 eine
Untergruppe der Ordnung d.

Definition. Sei G eine endliche Gruppe.

(1) Sei p ∈ N eine Primzahl mit |G| = pmq und p ∤ q. Eine p-Untergruppe S ⊆ G heißt Sylow
p-Untergruppe, falls |S| = pm gilt.

(2) Es sei mit Sylp(G) die Menge der Sylow p-Untergruppen von G bezeichnet.

Beispiel. Es sei G eine Gruppe der Ordnung 360 = 23 · 32 · 5. Eine Untergruppe U von G ist eine
Sylow 2-Untergruppe falls |U | = 23 = 8 gilt.

Satz 2.2.1 (Die Sylowschen Sätzea). Sei G eine endliche Gruppe, p ∈ N eine Primzahl mit |G| =
pmq und p ∤ q. Dann gilt:

(1) Für jedes n ∈ {1, . . . ,m} gibt es eine Untergruppe H ⊆ G mit |H| = pn.

(2) Ist H ⊆ G eine p-Untergruppe und S ⊆ G eine Sylow p-Untergruppe, so gibt es g ∈ G mit
gHg−1 ⊆ S (⇔ H ⊆ g−1Sg). Insbesondere ist H in einer Sylow p-Untergruppe enthalten.

aEs gibt einen weiteren Satz von Sylow der Aussagen über |Sylp(G)| macht.
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Beweis.

(1) Fürm = 0 ist nichts zu zeigen; wir nehmen daherm ∈ N an. Sei 1 ≤ n ≤ m und ℓ := m−n ∈
N0. Wir betrachten die Menge

X := {S ⊆ G | |S| = pn}3

der pn elementigen Teilmengen von G. Es operiert G auf X durch

G×X −→ X, (g, S) 7→ g.S := {gs | s ∈ S}.

Es sei α := pℓq. Dann gilt (siehe Aufgabe 5 (die Aussage gilt trivialerweise für α = 1.))

mp(|X|) = mp

[(
|G|
pn

)]
= mp

[(
pnα

pn

)]
≤ mp(α) = ℓ.

Insbesondere gilt pℓ+1 ∤ |X|. Da X die disjunkte Vereinigung seiner Bahnen ist, existiert
daher ein S ∈ X mit pℓ+1 ∤ |G.S|, d.h. mp(|G.S|) ≤ ℓ. Wir setzen U := StabG(S) ⊆ G und
erhalten eine Operation

U × S −→ S, (u, s) 7→ u.s = us.

Sei s ∈ S, dann ist die Abbildung U −→ U.s, u 7→ u.s eine Bijektion, da {s}, U ⊆ G. Da S
disjunkte Vereinigung der Bahnen ist, existiert k ∈ N mit pn = |S| = k|U |. Insbesondere ist
|U | ein Teiler von pn. Andererseits liefert die Bahnformel

|G| = |StabG(S)| · |G.S| = |U | · |G.S|

und damit mp(|U |) = mp(|G|)−mp(|G.S|) ≥ m− ℓ = n. Insgesamt gilt also |U | = pn.

(2) Sei H ⊆ G eine p-Untergruppe. Nach (1) gibt es eine Sylow p-Untergruppe S ⊆ G. Wir
betrachten X := G/S sowie die Operation H ×X −→ X ; (h, gS) 7→ hgS (dies ist wohldefi-
niert). Nun liefert Lemma 2.1.2:

|XH | ≡ |X| = |G/S| = |G|
|S|

= q ̸≡ 0mod(p).

Das heißt XH ̸= ∅ und es existiert g ∈ G mit hg−1S = g−1S für alle h ∈ H und damit
ghg−1 ∈ S, das heißt gHg−1 ⊆ S.

Die folgenden Sätze zeigen exemplarisch, wie man mit Hilfe der Sylowschen Sätze Einblicke in
die Struktur endlicher Gruppen gewinnen kann.

Korollar 2.2.2. Sei G eine endliche Gruppe, p ∈ N eine Primzahl. Sind S, T ∈ Sylp(G), so gibt es
g ∈ G mit T = gSg−1. Insbesondere sind alle Sylow p-Gruppen isomorph und eine Sylowgruppe
S ∈ Sylp(G) ist ein Normalteiler von G genau dann, Sylp(G) = {S} gilt.

3Gemeint sind hier Teilmengen (nicht Untergruppen) von G mit pn Elementen.
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Beweis. Es sei g ∈ G. Da Konjugation ιg : G −→ G;x 7→ gxg−1 ein Automorphismus (also ins-
besondere bijektiv) ist, ist gSg−1 = ιg(S) eine Untergruppe der Ordnung |S|. Damit gilt gSg−1 ∈
Sylp(G).

Nach dem Satz von Sylow existiert ein x ∈ G mit xSx−1 ⊆ T . Mit |S| = |T | folgt xSx−1 = T .
Weiter gilt damit die Äquivalenzkette

Sylp(G) = {S} ⇔ gSg−1 = S für alle g ∈ G⇔ S ⊴G.

Korollar 2.2.3. Sei n ∈ N≥4 und S ∈ Syl2(Sn). Dann ist S nicht zyklisch.

Beweis. Wir betrachten erneut die nicht zyklische Untergruppe

V4 := {id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} ⊆ Sn.

der Ordnung 22. Nach Satz 2.2.1(2) existiert eine Sylow 2-Untergruppe T von Sn, die V4 enthält.
Damit ist T nach Satz 1.3.2 nicht zyklisch. Weiter liefert Korollar 2.2.2 uns T ∼= S. Damit ist auch
S nicht zyklisch.

2.3 Endliche abelsche Gruppen

Wir haben gesehen, dass jede Gruppe der 4 = 22 abelsch ist und, dass C4 und C2 × C2 nicht
isomorphe Gruppe der Ordnung 4 sind. Es stellt sich die Frage, ob noch weitere Isomorphietypen
existieren, die wir übersehen haben. Am Ende des Abschnittes werden wir verstehen warum C4

und C2×C2 die einzigen Isomorphietypen für Gruppen der Ordnung 4 sind. Allgemeiner werden
wir in der Lage sein für jede vorgegebene Ordnung n die Anzahl der Isomorphieklassen abelscher
Gruppen mit Ordnung n zu bestimmen.

Definition. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und ℓ ∈ N. Dann ist G(ℓ) := {gℓ | g ∈ G} eine
Untergruppe von G.

Beispiel. Es sei n ∈ N und Cn, dann ist ζ := e
2πi
n ein zyklischer Erzeuger von Cn. Es sei ℓ ∈ N.

Dann gilt
Cn(ℓ) = {(ζz)ℓ | z ∈ Z} = {(ζℓ)z | z ∈ Z} = ⟨ζℓ⟩.

Insbesondere gilt für 1 ≤ ℓ ≤ n mit ℓ | n, dass n
ℓ ∈ N und Cn(ℓ) = ⟨ζℓ⟩ = ⟨e

2πi
n
ℓ ⟩, das heißt

Cn(ℓ) = Cn
ℓ
.

Bemerkung 2.3.1. Aus Notationsgründen führen wir die restlichen Beweise in diesem Abschnitt
mit den Gruppen (Cn, ·) für n ∈ N. Da (Cn, ·) ∼= (Z/⟨n⟩,+) gilt, können die Resultate auch mit den
additiv geschriebenen Gruppen (Z/⟨n⟩,+) formuliert und genutzt werden.
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Satz 2.3.2. Es sei G ̸= {e} eine abelsche p-Gruppe der Ordnung pn. Dann existieren eindeutig
bestimmte Elemente k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kℓ ≥ 1 mit G ∼=

∏ℓ
i=1 Cpki .

Beweis.

(1) Existenz der Zerlegung: Wir schreiben |G| = pn und führen Induktion nach n. Der Fall n = 1
ist klar. Sei nun n > 1. Wir können stets annehmen, dass G nicht zyklisch ist. Wir wählen
in G ein Element maximaler Ordnung g, etwa ord(g) = pm mit 1 ≤ m < n. Dann existiert
eine Untergruppe U maximaler Ordnung mit U ∩ ⟨g⟩ = {e}. Wir nehmen U · ⟨g⟩ ≠ G an und
führen diese Annahme zum Widerspruch.

Die Annahme liefert h ∈ G \ U · ⟨g⟩. Wir wählen h mit minimaler Ordnung unter all diesen
Elementen. Dann ist ord(h) = pr mit 1 ≤ r ≤ m (da h ̸= e). Es gilt

ord(hp)
1.3.1
=

ord(h)

ggT(ord(h), p)
=

ord(h)

p
< ord(h)

und damit hp ∈ U · ⟨g⟩ aufgrund der Minimalität der Ordnung von h. Wir finden u ∈ U und
ℓ ∈ N0 mit hp = u · gℓ. Es gilt

e = hp
r
= (hp)p

r−1 G abelsch
= up

r−1 · gℓpr−1

und damit gℓp
r−1

= (u−1)p
r−1 ∈ U ∩ ⟨g⟩ = {e}. Nach Satz 1.3.1 gilt also ord(g) = pm | ℓpr−1

und damit p | ℓ, da r−1 < m. Wir schreiben ℓ = k·p und erhalten (h·g−k)p = hp ·g−ℓ = u ∈ U .
Weiter gilt h ·g−k ̸∈ U , da h /∈ U · ⟨g⟩ (ansonsten wäre h = (h ·g−k) ·gk ∈ U · ⟨g⟩). Maximalität
von U ⊊ ⟨h · g−k⟩ · U liefert ⟨h · g−k⟩ · U ∩ ⟨g⟩ ≠ {e}4. Wir finden a, b ∈ Z und u ∈ U mit

e ̸= ga = (h · g−k)b · u.

Es folgt hb = u−1 · gkb+a ∈ U · ⟨g⟩. Die Annahme p | b liefert uns (h · g−k)b = ((h · g−k)p)
b
p ∈ U

und damit ga = (h · g−k)b · u ∈ U ∩ ⟨g⟩ = {e}, ein Widerspruch. Also gilt ggT(b, p) = 1 und
wir finden s, t ∈ Z mit 1 = sb+ tp. Es folgt

h = hsb+tp = (hb)s · (hp)t ∈ U · ⟨g⟩.

Dies ist ein Widerspruch. Also gilt U ·⟨g⟩ = G. Da U∩⟨g⟩ = {e} gilt, können wir Lemma 1.6.1
anwenden und erhalten

G ∼= U × ⟨g⟩ ∼= U × Cord(g)

mit einer p-Gruppe U von echt kleinerer Ordnung. Nun wenden wir Induktion an.

(2) Eindeutigkeit: Wir führen Induktion über |G| = pn. Der Fall n = 1 ist trivial. Es sei nun
n ≥ 2. Wir betrachten zwei Zerlegungen von G wie in der Behauptung

ℓ∏
i=1

Cpki
∼= G ∼=

ℓ′∏
i=1

Cpmi .

4Da G abelsch ist, ist jede Untergruppe ein Normalteiler und das Produkt von Untergruppen stets eine Untergruppe.
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Es sei 0 ≤ s ≤ ℓ und 0 ≤ t ≤ ℓ′ mit ki = 1 ⇔ i > s und mi = 1 ⇔ i > t. Es folgt

G(p) ∼=
ℓ∏
i=1

Cpki (p) =
s∏
i=1

Cpki−1 und G(p) ∼=
ℓ′∏
i=1

Cpmi (p) ∼=
t∏
i=1

Cpmi−1 .

Es gilt |G(p)| < |G| und damit nach Induktionsvoraussetzung t = s und ki − 1 = mi − 1 für
1 ≤ i ≤ s = t. Es folgt

s∏
i=1

Cpki ×
ℓ∏

i=s+1

Cp ∼= G ∼=
s∏
i=1

Cpki ×
ℓ′∏

i=s+1

Cp

und damit ℓ = ℓ′ aufgrund der Mächtigkeit beider Gruppen.

□

Definition. Es sei n ∈ N. Eine Partition von n ist eine Folge κ = (k1, . . . , kℓ) von natürlichen
Zahlen mit k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kℓ ≥ 1, sodass

n = k1 + k2 + · · ·+ kℓ

gilt. Für eine Primzahl p ∈ P und eine Partition κ = (k1, . . . , kℓ) definieren wir die abelsche Gruppe

Cpκ := Cpk1 × Cpk2 × · · · × Cpkℓ
∼= Z/⟨pk1⟩ × Z/⟨pk2⟩ × · · · × Z/⟨pkℓ⟩.

Beispiel. Es gilt 14641 = 114. Nach dem vorherigen Satz korrespondieren die abelschen Gruppen
dieser Ordnung (bis auf Isomorphie) zu den Gruppen C11κ , wobei κ eine Partition von 4 ist. Die
Partitionen von 4 sind (4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1). Bis auf Isomorphie existieren also genau
fünf abelsche Gruppen der Ordnung 14641. Diese sind

C11(4) = C114 ,C11(3,1) = C113 × C11,C11(2,2) = C112 × C112 ,

C11(2,1,1) = C112 × C11 × C11,C11(1,1,1,1) = C11 × C11 × C11 × C11.

Satz 2.3.3. Es sei G ̸= {e} eine abelsche endliche Gruppe und p1, . . . , pt die paarweise verschiedenen
Primteiler von |G| und Si ∈ Sylpi(G) für 1 ≤ i ≤ t.

(1) Es gilt Sylpi(G) = {Si} für alle 1 ≤ i ≤ t.

(2) Es gilt G ∼= S1 × S2 × · · · × St.

(3) Ist g ∈ G ein Element maximaler Ordnung in G, so gilt ord(h) | ord(g) für alle h ∈ G.

Beweis.

(1) Da G abelsch ist, gilt gSg−1 = S für jede Sylowgruppe. Wir wenden Korollar 2.2.2 an.

(2) Da G abelsch ist, ist jede Sylowgruppe ein Normalteiler. Wir wenden Korollar 1.6.2 an und
erhalten S1S2 · · ·St ∼= S1×S2×· · ·×St. Mit |S1×S2×· · ·×St| = |G| folgt G = S1S2 · · ·St ∼=
S1 × S2 × · · · × St.
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(3) Nach (2) und Satz 2.3.2, finden wir m ∈ N und ℓ1, . . . , ℓm ∈ N≥2 mit G ∼=
∏m
i=1 Cℓi . O.B.d.A.

nehmen wir Gleichheit an und wählen Erzeuger Cℓi = ⟨gi⟩. Es gilt k := ord((g1, . . . , gm)) ≤
ord(g) und

(eCℓ1
, . . . , eCℓm

) = eG = (g1, . . . , gm)
k = (gk1 , . . . , g

k
m).

5

Das heißt gki = eCℓi
für 1 ≤ i ≤ m. Es sei x ∈ G. Wir schreiben x = (ga11 , . . . , g

am
m ). Es folgt

xk = ((gk1 )
a1 , . . . , (gkm)

am) = eG.

Nach Satz 1.3.1 folgt ord(x) | k. Anwendung auf x = g liefert ord(g) | k und damit ord(g) =
k. Für x = h folgt ord(h) | k = ord(g).

Korollar 2.3.4. Es sei G ̸= {e} eine endliche abelsche Gruppe, p1, . . . , pt paarweise verschiedene
Primzahlen und n1, . . . , nt ∈ N mit |G| =

∏t
i=1 p

ni
i . Dann existieren eindeutige bestimmte Partitio-

nen κ1, . . . , κt von n1, . . . , nt mit

G ∼= Cpκ11
× Cpκ22

× · · · × Cpκtt
.

Beweis.

(1) Existenz der Zerlegung: Nach Satz 2.3.3 existiert für jedes i ∈ {1, . . . , t} genau eine Sylow
pi-Gruppe Si und G ∼= S1 × S2 × · · · × St. Jedes Si ist eine abelsche pi-Gruppe. Das heißt wir
finden nach Satz 2.3.2 eine Zerlegung

Si ∼=
ℓi∏
j=1

C
p
kj
i

mit k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kℓi ≥ 1. Mit pℓii = |Si| = pk1i · pk2i · · · pkℓii = p
k1+k2+...+kℓi
i folgt, dass

κi := (k1, k2, . . . , kℓi) eine Partition von ni ist.

(2) Es seien κi, κ′i Partitionen von ni für 1 ≤ i ≤ t mit

Cpκ11
× Cpκ22

× · · · × Cpκtt
∼= C

p
κ′1
1

× C
p
κ′2
2

× · · · × C
p
κ′t
t

und φ ein entsprechender Isomorphismus. Es sei i ∈ {1, . . . , t}. Für j ∈ {1, . . . , t} sei ej das
neutrale Element von C

p
κj
j

und e′j das neutrale Element von C
p
κ′
j

j

. Da beide Gruppen abelsch

sind, sind
Ti := {e1} × · · · × {ei−1} × Cpκii

× {ei+1} × · · · × {et},und

T ′
i := {e1} × · · · × {ei−1} × C

p
κ′
i

i

× {ei+1} × · · · × {et}6

5Es gilt eCn = 1R für alle n ∈ N. Wir benennen die neutrale Elemente verschieden damit klar ist, in welcher Gruppe
wir uns befinden.

6Siehe vorherige Fußnote.
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die eindeutig bestimmten Sylow pi-Untergruppen der beiden Gruppen (siehe Satz 2.3.3). Da
ein Isomorphismus Sylowgruppen erhält, folgt

Cpκii
∼= Ti ∼= φ(Ti) = T ′

i
∼= C

p
κ′
i

i

.

Anwendung von Satz 2.3.2 liefert nun κi = κ′i.

Beispiel. Wir wollen (bis auf Isomorphie) alle abelschen Gruppen der Ordnung

263538 = 21 · 32 · 114

bestimmen. Nach den vorherigen Ergebnissen müssen wir nur alle möglichen Partitionen von 1,2
und 4 bestimmen.

(1) 1 besitzt genau 1 Partition, nämlich (1).

(2) 2 besitzt genau 2 Partitionen, nämlich (2), (1, 1).

(3) 4 besitzt 5 Partitionen, nämlich (4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1).

Nach Korollar 2.3.4 gibt es damit genau 1 · 2 · 5 = 10 Isomorphietypen. Wir listen diese der
Vollständigkeit halber:

C2(1)×C3(2)×C11(4) ,C2(1)×C3(2)×C11(3,1) ,C2(1)×C3(2)×C11(2,2) ,C2(1)×C3(2)×C11(2,1,1) ,C2(1)×C3(2)×C11(1,1,1,1) ,

C2(1)×C3(1,1)×C11(4) ,C2(1)×C3(1,1)×C11(3,1) ,C2(1)×C3(1,1)×C11(2,2) ,C2(1)×C3(1,1)×C11(2,1,1) ,C2(1)×C3(1,1)×C11(1,1,1,1) .
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3 Grundlagen der Ringtheorie

3.1 Grundlegende Definitionen

Definition. Ein Ring R ist ein Tripel (R,+, ·), wobei R ̸= ∅ eine Menge ist und +, · : R×R −→ R
Abbildungen sind, sodass folgende Axiome gelten:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0 und inversen Elementen −x).

(2) (R, ·) ist eine Halbgruppe (wir schreiben ab = a · b).

(3) a(b+ c) = ab+ ac ; (a+ b)c = ac+ bc für alle a, b, c ∈ R (Distributivgesetze).

(4) Es existiert 1 ∈ R mit 1 · a = a = a · 1 für alle a ∈ R.

Gilt zudem ab = ba für alle a, b ∈ R, so nennt man R einen kommutativen Ring.

Beispiele. (1) Z,Q,R,C sind kommutative Ringe.

(2) Sind R1, . . . , Rn Ringe, so ist
∏n
i=1Ri ein Ring mit Operationen

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)

und
(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) := (x1y1, . . . , xnyn).

(3) Es sei n ∈ N. Die Menge der n × n-Matrizen Matn(R) erhält mit der Matrizenaddition
und Matrizenmultiplikation die Struktur eines Rings. Der Ring ist genau dann kommuta-
tiv, wenn n = 1 gilt.

(4) Es sei V ein R-Vektorraum, dann erhält die Menge der R-linearen Abbildungen EndR(V ) die
Struktur eines Rings durch

(f + g)(x) := f(x) + g(x) und (f · g)(x) := (f ◦ g)(x) für alle f, g ∈ EndR(V ), x ∈ V.

Definition. Sei R ein Ring.

(1) Eine Teilmenge S ⊆ R heißt Unterring von R, falls gilt

(i) S ist eine Untergruppe von R bezüglich +,

(ii) ab ∈ S für alle a, b ∈ S,

(iii) 1 ∈ S.
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(2) Eine Teilmenge I ⊆ R heißt Ideal, falls gilt

(i) I ist Untergruppe von R bezüglich +,

(ii) ax ∈ I und xa ∈ I für alle a ∈ R und x ∈ I .

Lemma 3.1.1. Sei R ein Ring, I, J ⊆ R Ideale von R sowie (Iℓ)ℓ∈Λ eine Familie von Idealen von R.

(1)
∑

ℓ∈Λ Iℓ := {
∑

ℓ∈Λ′ xℓ | Λ′ ⊆ Λ endlich, xℓ ∈ Iℓ für alle ℓ ∈ Λ′} ist ein Ideal von R.

(2)
⋂
ℓ∈Λ Iℓ ist ein Ideal von R.

(3) I · J := IJ := {
∑n

i=1 aibi | n ∈ N0, ai ∈ I, bi ∈ J} ist ein Ideal von R.

Beweis. Die Aussagen folgen durch direktes Nachrechnen.

Definition. Ist I ⊆ R ein Ideal und n ∈ N≥2, so definiert man induktiv In durch In := I · In−1.

Beispiele. (1) Sei n ∈ Z, dann ist die abelsche Untergruppe ⟨z⟩ ⊆ (Z,+) auch ein Ideal des
Rings (Z,+, ·).

(2) Für ein Ideal I ⊆ R gilt I = R genau dann, wenn 1 ∈ I gilt, denn 1 ∈ I liefert r = r · 1 ∈ R
für alle r ∈ R.

Definition. Sei R ein Ring, I ⊆ R ein Ideal. Dann heißt R/I = {x + I | x ∈ R} zusammen mit
den Verknüpfungen

(i) (x+ I) + (y + I) := (x+ y) + I , und

(ii) (x+ I) · (y + I) := (xy) + I

der Faktorring oder Restklassenring von R nach I .

Bemerkung 3.1.2. Da (R,+) eine abelsche Gruppe ist, ist die Addition auf R/I wohldefiniert. Erst
für die Wohldefiniertheit der Multiplikation wird die Idealeigenschaft benötigt.

Definition. Eine Abbildung φ : R −→ R′ zwischen zwei Ringen heißt Homomorphismus, falls
gilt

(a) φ(x+ y) = φ(x) + φ(y) für alle x, y ∈ R,

(b) φ(xy) = φ(x)φ(y) für alle x, y ∈ R und

(c) φ(1R) = 1R′ .
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Bemerkungen 3.1.3. Sei φ : R −→ R′ ein Homomorphimus von Ringen.

• Ist S ⊆ R ein Unterring, so ist φ(S) Unterring von R′.

• Ist S′ ⊆ R′ ein Unterring, so ist φ−1(S′) ein Unterring von R.

• Ist I ′ ⊆ R′ ein Ideal, so ist φ−1(I ′) ein Ideal von R. Bilder von Idealen sind hingegen im
Allgemeinen keine Ideale: Es ist Z ⊆ Q kein Ideal.

• Ist φ : R −→ R′ ein bijektiver Homomorphismus, so ist φ−1 : R′ −→ R ein Homomorphis-
mus.

• Ist I ⊆ R ein Ideal. Dann ist die kanonische Projektion

π : R −→ R/I; r 7→ r + I

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit kerπ = I .

• Die Abbildung φ : Z −→ Z, x 7→ 0 ist kein Ringhomomorphismus. Es gilt jedoch

φ(xy) = φ(x)φ(y)

und
φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)

für alle x, y ∈ Z.

Satz 3.1.4. Es sei φ : R −→ R′ ein Homomorphismus von Ringen und I ⊆ kerφ ein Ideal von R.
Dann gibt es genau einen Homomorphismus von Ringen φ̄ : R/I −→ R′ derart, dass φ̄ ◦ π = φ gilt.
Wir erhalten also das kommutative Diagramm:

R

π
��

φ
// R′

R/I

φ̄

==

Beweis. Der Beweis kann analog wie im Fall von Gruppen geführt werden.

Definition. Es sei R ein Ring. Ein Element x ∈ R heißt invertierbar oder Einheit falls y, z ∈ R mit
x · y = 1 = z · x existieren.

Bemerkung 3.1.5. Sei x ∈ R invertierbar und a, b ∈ R mit ax = 1 = xb. Es folgt a = a(xb) = (ax)b =
b. Wir bezeichnen mit x−1 ∈ R das damit eindeutig bestimmte Element mit x · x−1 = 1 = x−1 · x.

Beispiele.
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(1) Es sei A ∈ Matn(R). Angenommen es existiert B ∈ Matn(R) mit BA = In, dann gilt
det(B) det(A) = det(BA) = det(In) = 1. Insbesondere giltB ∈ GLn(R) undAB = (B−1B)AB =
B−1(BA)B = In und A ist eine Einheit.

(2) Es sei V := {(xn)n≥1 | xn ∈ R} der R-Vektorraum aller Folgen in R, sowie R := EndR(V ).
Es ist

φ : V −→ V ; φ((xn)n∈N) := (0, x1, x2, . . .)

R-linear. Wir betrachten

ψ : V −→ V ; ψ((xn)n∈N) := (x2, x3, . . .).

Dann gilt ψ ∈ R und ψ ◦ φ = idV . Angenommen, es existiert γ ∈ EndR(V ) mit φ ◦ γ = idV .
Dann ist φ ist surjektiv. Aus (1, 0, 0, . . .) ̸∈ imφ erhalten wir einen Widerspruch.

Definition. Sei R ein Ring.

(1) Die Menge
R× = {x ∈ R | x ist invertierbar} ⊆ R

ist eine Gruppe bezüglich der Multiplikation und heißt Einheitengruppe von R.

(2) Ist R kommutativ, R ̸= {0} und R× = R \ {0}, so heißt R Körper.

Beispiele.

(1) Es gilt Z× = {1,−1}.

(2) Es gilt Q× = Q \ {0}.

(3) Es gilt (R× S)× = R× × S× für Ringe R,S.

3.2 Kommutative Ringe

Im Folgenden sei R stets ein kommutativer Ring.

Definition. Es sei R ein kommutativer Ring und X ⊆ R eine Teilmenge. Dann ist

(X) := {
n∑
i=1

rixi | n ∈ N0, x1, . . . , xn ∈ X, r1, . . . , rn ∈ R} =
⋂

X⊆I⊆R,I Ideal

I

ein Ideal von R. Man nennt (X) das von X erzeugte Ideal von R. Gilt X = {x1, . . . , xn}, so
schreiben wir (X) = (x1, . . . , xn). Für x ∈ R gilt (x) = Rx = {rx | r ∈ R}. Solche Ideale heißen
Hauptideale.

Beispiele. (1) Es sei I ⊆ Z ein Ideal. Dann ist (I,+) eine Untergruppe und es gilt I = ⟨n⟩
für ein n ∈ N0. Da ⟨n⟩ auch ein Ideal ist, folgt I = ⟨n⟩ = (n). Also sind alle Ideale von Z
Hauptideale.

(2) In (Q,+, ·) gilt ⟨2⟩ = Z und (2) = Q.
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Satz 3.2.1. Sei R ̸= {0} ein kommutativer Ring. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(1) R ist ein Körper.

(2) {0} und R sind die einzigen Ideale von R.

(3) Ist φ : R −→ R′ ein Homomorphismus von Ringen mit R′ ̸= {0}, so ist φ injektiv.

Beweis. (1) ⇒ (2). Es sei I ̸= {0} ein Ideal von R. Wir finden 0 ̸= x ∈ I . Da R ein Körper ist, gilt
x ∈ R \ {0} = R×. Die Idealeigenschaft liefert 1 = x−1x ∈ I . Für r ∈ R folgt r = r · 1 ∈ I und
damit I = R.

(2) ⇒ (3). Wegen φ(1R) = 1R′ ̸= 0R′ gilt kerφ ̸= R. Damit liefert (2) kerφ = {0} und φ ist
injektiv.

(3) ⇒ (1). Es sei x ∈ R\{0}. Es ist {0} ≠ Rx ein Ideal von R. Wir betrachten den Homomorphis-
mus von Ringen

π : R −→ R/Rx r 7→ r +Rx.

Es gilt kerπ = Rx. Die Voraussetzung liefert uns nun R/Rx = {0}. Das heißt R = Rx. Insbeson-
dere existiert y ∈ R mit 1 = y · x und x ist eine Einheit.

Definition. Sei R ̸= {0} ein kommutativer Ring.

(1) Ein Element x ∈ R heißt Nullteiler, falls es ein r ∈ R \ {0} mit xr = 0 (rx = 0) existiert.

(2) Ist 0 der einzige Nullteiler von R, so nennt man R einen Integritätsbereich.

Beispiele.

(1) Z ist ein Integritätsbereich. Weiter sind Körper stets Integritätsbereiche.

(2) R× R ist kein Integritätsbereich.

(3) Ist V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum, so ist EndR(V ) genau dann ein Integritätsbereich,
wenn dimR V = 1 gilt: Ist dimR V ≥ 2 so finden wir echte Untervektorräume U,W ⊆ V mit
U ⊕W = V . Die Projektionen πU : V −→ V, u + w 7→ u, πW : V −→ V, u + w 7→ w erfüllen
0 = πU ◦ πW , aber πU ̸= 0 ̸= πW .

Lemma 3.2.2. Sei R ein endlicher Integritätsbereich. Dann ist R ein Körper.

Beweis. Sei x ∈ R \ {0}. Da R ein Integritätsbereich ist, ist die Abbildung

ℓx :

{
R −→ R
r 7→ xr

injektiv. Da R endlich ist, ist ℓx auch surjektiv und es existiert r ∈ R mit 1 = ℓx(r) = xr. Damit ist
x invertierbar und R ist ein Körper.
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Satz 3.2.3. Sei n ≥ 2. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) Z/(n) ist ein Integritätsbereich.

(2) Z/(n) ist ein Körper.

(3) n ist eine Primzahl.

Beweis. (1) ⇒ (2). Dies folgt aus Lemma 3.2.2.
(2) ⇒ (3). Es gilt n ̸= 1. Es sei n ̸= a ein Teiler von n und b ∈ N mit ab = n wir erhalten

(a+ (n))(b+ (n)) = ab+ (n) = 0Z/(n). Da Z/(n) ein Körper ist, folgt a+ (n) = 0 oder b+ (n) = 0.
Da n ̸= a gilt, folgt n ∤ a, also b+ (n) = 0. Das heißt n | b und damit n = b, da b ≤ n. Wir schließen
a = 1. Damit ist n eine Primzahl.

(3) ⇒ (1). Es seien a+(n), b+(n) mit (a+(n))(b+(n)) = 0Z/(n). Wir erhalten ab ∈ (n). Da n eine
Primzahl ist, folgt n|a oder n|b und daher a + (n) = 0Z/(n) oder b + (n) = 0Z/(n). Damit ist Z/(n)
ein Integritätsbereich.

Sei R ̸= {0} ein kommutativer Ring. Für n ∈ N0 und x ∈ R schreiben wir

nx := x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n− mal

sowie (−n)x := −(nx). Damit haben wir also nx für n ∈ Z definiert.

Definition. Die Abbildung
φ : Z −→ R ; n 7→ n1R

ist ein Homomorphismus von Ringen. Damit ist kerφ ⊆ Z ein Ideal und insbesondere eine Un-
tergruppe. Es existiert also ein eindeutig bestimmtes n ∈ N0 mit kerφ = ⟨n⟩ = (n). Die Zahl
char(R) := n heißt die Charakteristik von R.

Beispiele. (1) Es gilt char(Z) = char(Q) = char(R) = char(C) = 0.

(2) Es gilt char(Z/(n)) = n für alle n ∈ N0.

(3) IstR ein endlicher Ring, so gilt char(R) ̸= 0. Die Umkehrung gilt aber nicht, wie zum Beispiel
R :=

∏
N Z/(2)1 zeigt.

Lemma 3.2.4. Sei R ein Integritätsbereich. Dann ist char(R) = 0 oder char(R) ist eine Primzahl.

Beweis. Die Abbildung φ : Z −→ R ; n 7→ n1R induziert einen injektiven Homomorphismus
φ̄ : Z/(char(R)) −→ R. Damit ist Z/(char(R)) ∼= imφ ein Integritätsbereich. Wegen R ̸= {0} folgt
char(R) ̸= 1 und Satz 3.2.3 liefert die Behauptung.

1Hier ist unendliche kartesische Produkt von Ringen gemeint.
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Definition. Sei R ein kommutativer Ring.

(a) Ein Ideal m ⊊ R heißt maximal, falls es kein Ideal I ⊆ R mit m ⊊ I ⊊ R gibt.

(b) Ein Ideal p ⊊ R heißt Primideal, falls für x, y ∈ R mit xy ∈ p stets x ∈ p oder y ∈ p gilt.

Lemma 3.2.5. Sei R ein kommutativer Ring, I ⊆ R ein Ideal.

(1) I ist genau dann ein maximales Ideal, wenn R/I ein Körper ist.

(2) I ist genau dann ein Primideal, wenn R/I ein Integritätsbereich ist.

Beweis.

(1) Es sei I ein maximales Ideal. Dann gilt I ̸= R und R/I ̸= {0}. Für a + I ∈ R/I \ {0} gilt
a ̸∈ I . Damit gilt I ⊊ (a) + I und Maximalität liefert (a) + I = R. Insbesondere existieren
b ∈ R und r ∈ I mit ba+ r = 1. Das heißt (b+ I)(a+ I) = 1− r+ I = 1+R = 1R/I und a+ I
ist eine Einheit.

Sei umgekehrt R/I ein Körper. Dann gilt I ̸= R. Es sei I ⊊ J ein Ideal von R und a ∈ J \ I .
Dann ist a + I ∈ R/I \ {0} = (R/I)× eine Einheit. Also existiert b + I ∈ R/I mit ab + I =
(a+ I)(b+ I) = 1 + I . Das heißt 1− ab ∈ I . Also 1 ∈ ab+ I ⊆ J und J = R.

(2) Sei I ⊆ R ein Primideal. Wegen I ̸= R folgt R/I ̸= {0}. Seien nun x̄, ȳ ∈ R/I mit x̄ȳ = 0.Wir
schreiben x̄ = x + I und ȳ = y + I und erhalten xy + I = 0. Also gilt xy ∈ I und da I ein
Primideal ist, dürfen wir x ∈ I annehmen. Es folgt x̄ = 0. Damit ist R/I ein Integritätsbe-
reich.

Sei R/I ein Integritätsbereich. Dann gilt I ̸= R. Sind x, y ∈ R mit xy ∈ I , so folgt (x+ I)(y+
I) = 0R/I = I . Da R/I Integritätsbereich ist, erhalten wir x+ I = 0 oder (y+ I) = 0, also gilt
x ∈ I oder y ∈ I . Damit ist I ein Primideal.

Bemerkung 3.2.6. Da jeder Körper ein Integritätsbereich ist, liefert Lemma 3.2.5: Jedes maximale
Ideal m ⊆ R ist ein Primideal.

Beispiel. Sei I = (n) mit n ∈ N0 ein maximales Ideal von Z. Da weder ⟨0⟩ = {0} noch ⟨1⟩ = Z
maximale Ideale sind, folgt n ≥ 2 und Satz 3.2.3 liefert n ∈ P. Das heißt I ist maximal genau dann,
wenn eine Primzahl p ∈ P mit I = (p) existiert. Analog zeigt man, dass die Primideale in Z genau
von der Form ⟨p⟩ oder ⟨0⟩ = {0} sind.

Definition. Es sei X = (X,≤) eine partiell geordnete Menge. Eine Teilmenge Y ⊆ X heißt total
geordnet oder Kette, falls für x, y ∈ Y stets x ≤ y oder y ≤ x gilt. Ein Element x ∈ X heißt obere
Schranke von Y falls y ≤ x für alle y ∈ Y gilt. Ein Element x0 ∈ X heißt maximal, falls x ≥ x0
stets x = x0 impliziert.
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Eine entscheidende Rolle im Studium kommutativer Ringe spielt das folgende Resultat, das unter
dem Namen Zornsches Lemma bekannt ist.2

Lemma 3.2.7 (Zornsches Lemma). Es sei (X,≤) eine nichtleere partiell geordnete Menge, in der
jede total geordnete Teilmenge Y ⊆ X in X eine obere Schranke besitzt. Dann existiert ein maximales
Element x0 ∈ X .

Satz 3.2.8. Sei R ̸= {0} ein kommutativer Ring.

(1) Der Ring R besitzt ein maximales Ideal.

(2) Ist I ⊊ R ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m ⊆ R mit I ⊆ m.

Beweis.

(1) Übungsaufgabe.

(2) Wir betrachten die kanonische Projektion π : R −→ R/I . Es gilt R/I ̸= {0} und wir finden
nach (1) ein maximales Ideal n ⊴ R/I . Es ist m := π−1(n) ein Ideal von R mit I = kerπ =
π−1({0R/I}) ⊆ π−1(n) = m. Es sei m ⊊ u ⊴ R ein Ideal. Da π surjektiv ist, ist π(u) ein Ideal
von R/I mit n = π(π−1(n)) = π(m) ⊆ π(u). Weiter liefert die Annahme π(m) = π(u) mit
I ⊆ m, u die Gleichung

m = π−1(π(m)) = π−1(π(u)) = u,

ein Widerspruch. Damit gilt n ⊊ π(u) und Maximalität von n liefert π(u) = R/I . Das heißt
u = π−1(π(u)) = π−1(R/I) = R und m ist maximal.

Definition. Zwei Ideale I, J eines kommutativen Rings R heißen teilerfremd, falls I+J = R gilt.

Bemerkungen 3.2.9. (1) Sind m, J Ideale von R mit m maximal, so gilt entweder J ⊆ m oder m
und J sind teilerfremd.

(2) Der Satz von Bézout zeigt, dass zwei Ideale (n), (m) von Z genau dann teilerfremd sind,
wenn ggT(m,n) = 1 gilt.

2Äquivalent zum Zornschen Lemma ist die Aussage des Auswahlaxioms: Ist A eine Menge von nichtleeren Mengen,
so existiert stets eine Auswahlfunktion, d.h. eine Funktion F : A −→

⋃
X∈A X mit F (X) ∈ X für alle X ∈ A. Wei-

tere Informationen und der Zusammenhang zum Axiomensystem ZFC finden sich zum Beispiel in [2, Kapitel VIII].
Das Zornsche Lemma wird auch verwendet um zu zeigen, dass jeder (auch unendlich dimensionale) k-Vektorraum
eine Basis besitzt (vgl. [5, 4.2.15]).
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Satz 3.2.10 (Satz von Sun/Qina). Es sei R ein kommutativer Ring, I1, . . . , In ⊆ R paarweise
teilerfremde Ideale von R. Dann gilt:

(1) Für jedes j ∈ {1, . . . , n} sind die Ideale Ij und I1I2 · · · Ij−1Ij+1 · · · In teilerfremd.

(2) Es gilt
⋂n
i=1 Ij = I1I2 · · · In.

(3) Der Homomorphismus φ : R −→
∏n
j=1R/Ij ; x 7→ (x + I1, . . . , x + In) ist surjektiv mit

kerφ =
⋂n
j=1 Ij .

(4) Es gilt R/(
⋂n
j=1 Ij)

∼=
∏n
j=1R/Ij .

aBenannt nach den chinesischen Mathematikern Sun, Zi und Qin, Jiushao (1202-1261). Bekannter ist der Satz als
chinesischer Restsatz.

Beweis.

(1) Sei j ∈ {1, . . . , n}. Nach Voraussetzung gibt es für jedes i ̸= j Elemente xi ∈ Ij und yi ∈ Ii
mit xi+yi = 1. Damit folgt 1 =

∏
i ̸=j(xi+yi). Es sei π : R −→ R/Ij die kanonische Projektion.

Dann erhalten wir
π(1) =

∏
i ̸=j

π(xi + yi) =
∏
i ̸=j

π(yi) = π(
∏
i ̸=j

yi)

und damit 1−
∏
i ̸=j yi ∈ kerπ = Ij . Also existiert z ∈ Ij derart, dass

1 = z +
∏
i ̸=j

yi ∈ Ij +
∏
i ̸=j

Ii.

(2) Aus den Definitionen folgt
∏n
j=1 Ij ⊆

⋂n
j=1 Ij (auch wenn die Ij nicht paarweise teilerfremd

sind). Für die Inklusion
⋂n
j=1 Ij ⊆

∏n
j=1 Ij verwenden wir Induktion nach n. Sei n = 2

sowie x ∈ I1 ∩ I2. Nach Voraussetzung gilt 1 = x1 + x2 für geeignete xi ∈ Ii. Also folgt
x = xx1 + xx2 ∈ I1I2.

Für n > 2 betrachten wir J := I2 · · · In. Nach (1) sind die Ideale I1 und J teilerfremd und
der Fall n = 2 liefert somit I1 ∩ J ⊆ I1J =

∏n
j=1 Ij . Aufgrund der Induktionsannahme gilt

zudem
⋂n
j=2 Ij ⊆ J . Damit folgt

⋂n
j=1 Ij = I1 ∩ J ⊆

∏n
j=1 Ij .

(3) Nach Definition von φ folgt kerφ =
⋂n
j=1 Ij . Für n = 1 ist φ surjektiv. Sei nun n ≥ 2.

Für j ∈ {1, . . . , n} betrachten wir Ij :=
⋂
i ̸=j Ii. Nach (1) und (2) sind die Ideale Ij und Ij

teilerfremd und es gibt uj ∈ Ij und vj ∈ Ij mit uj + vj = 1. Für l ̸= j gilt insbesondere
vj + Il = Il, da vj ∈ Ij ⊆ Il.

Seien nun x1, . . . , xn ∈ R. Wir setzen x :=
∑n

j=1 xjvj . Für ℓ ∈ {1, . . . , n} erhalten wir

x+ Iℓ =

n∑
j=1

xjvj + Iℓ = xℓvℓ + Iℓ = xℓ − xℓuℓ + Iℓ = xℓ + Iℓ.

Damit folgt φ(x) = (x1 + I1, . . . , xn + In). Also ist φ surjektiv.
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(4) Da φ surjektiv ist mit kerφ =
⋂n
j=1 Ij , induziert φ einen Isomorphismus

φ̄ : R/(

n⋂
j=1

Ij)
∼−→

n∏
j=1

R/Ij .

Beispiel. Wir stellen uns folgende Frage: Existiert ein x ∈ Z das die Kongruenzgleichungen

x ≡ 3mod(5), x ≡ 2mod(6), x ≡ 4mod(7)

erfüllt? Die Ideale (5), (6), (7) von Z sind paarweise teilerfremd. Nach Satz 3.2.10 ist

φ̄ : Z/(210) −→ Z/(5)× Z/(6)× Z/(7)

z + (210) 7→ (z + (5), z + (6), z + (7))

ein Isomorphismus. Insbesondere existiert ein x ∈ Z mit

(x+ (5), x+ (6), x+ (7)) = (3 + (5), 2 + (6), 4 + (7)).

Gemäß dem Beweis von 3.2.10(3) lässt sich eine Lösung wie folgt bestimmen. Wir verwenden den
erweiterten euklidischen Algorithmus und erhalten die Gleichungen

1 = 17 · 5 + (−2) · (6 · 7)
1 = 6 · 6 + (−1) · (5 · 7)
1 = 13 · 7 + (−3) · (5 · 6).

Damit ist
x := 3 · (−2) · (6 · 7) + 2 · (−1) · (5 · 7) + 4 · (−3) · (5 · 6) = −682

eine Lösung der drei Kongruenzgleichungen. Die Lösungsmenge wird daher durch

{−682 + 210m | m ∈ Z}

beschrieben.

Definition. Für n ∈ N sei

φ(n) := |{s ∈ {1, . . . , n} | ggT(s, n) = 1}|.

Die Funktion φ : N −→ N;n 7→ φ(n) heißt Eulersche φ-Funktion.

Mithilfe des chinesischen Restsatzes lässt sich folgende Konsequenz ziehen.
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Korollar 3.2.11.

(1) Es p ∈ P eine Primzahl und a ∈ N kein Vielfaches von p. Dann gilt ap−1 ≡ 1 mod (p).

(2) Es sei n ∈ N≥2 und a ∈ N. Es ist a+(n) genau dann eine Einheit in Z/(n), wenn ggT(a, n) =
1 gilt.

(3) Für alle n,m ∈ N teilerfremd gilt φ(nm) = φ(n)φ(m).

Beweis. Übung.

Beispiel. Nach Korollar 3.2.11 ist 6 + (23) eine Einheit in Z/(23). Division mit Rest liefert eine
Darstellung

4 · 6 + (−1) · 23 = 1

Wir erhalten (4 + (23)) · (6 + (23)) = 1 + 23 + (23) = 1 + (23) = 1Z/(23). Damit ist 4 + (23) das
Inverse zu 6 + (23).

Beispiel (RSA-Verfahren). Alice erwartet von Bob (übliche Namen in Texten zur Verschlüsselung)
eine Nachricht, möchte aber vermeiden, dass jemand der die Nachricht abfängt, diese verstehen
kann. Beide haben keine Möglichkeit auf einem abhörsicheren Weg miteinander zu kommunizie-
ren. Alice hat in der Algebra I LAG Vorlesung aufgepasst und geht deshalb wie folgt vor:

(1) Alice wählt zwei sehr große Primzahlen und p < q und bildet n := pq. Nach Korollar 3.2.11
gilt φ(n) = φ(pq) = φ(p)φ(q) = (p− 1)(q− 1). Alice wählt zusätzlich eine Zahl 1 < e < φ(n)
mit ggT(e, φ(n)) = 1 (existiert da ggT(φ(n), φ(n)− 1) = 1) und berechnet wie im vorherigen
Beispiel die eindeutige Zahl 1 ≤ d < n mit (d+ (φ(n)))(e+ (φ(n))) = 1Z/(φ(n))

Das Element d heißt private key und wird, genauso wie p, q, nicht öffentlich gemacht.

(2) Nun schickt Alice ihrem Freund Bob folgende Nachricht: ”Mein public key ist (e, n). Wenn
Du mir eine Nachricht schicken willst, gehe wie folgt vor:

(i) Codiere Deine Nachricht mit den Zahlen 01, . . . , 26, 27, wobei 01 = a, 02 = b, . . . , 26 =
z, 27 = ”Leerzeichen“ in eine Zahlenfolge der Form c1, . . . , cℓ, etwa:

ja bob = 10, 01, 27, 02, 15, 02.

(ii) Berechne die eindeutigen Elemente 0 ≤ xi < n mit cei ≡ ximod(n).

(iii) Sende mir die Folge x1, . . . , xℓ zu.”

(3) Alice erhält von Bob eine Folge x1, . . . , xℓ und bestimmt die eindeutigen Elemente 0 ≤ yi < n
mit

xdi ≡ yimod(n).

und übersetzt die Zahlenfolge y1, . . . , yℓ wie in (2) beschrieben wieder in eine Nachricht.
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Behauptung: Es gilt yi = ci für alle i ∈ {1, . . . , ℓ}.

Begründung: Nach Wahl von d, gilt ed− 1 ∈ (φ(n)), das heißt es (p− 1)(q − 1) = φ(n) teilt ed− 1
und es existieren ap, aq ∈ N mit ap(p− 1) = ed− 1 = aq(q − 1). Es gilt

(cei )
d = ced−1+1

i = c
ap(p−1)
i ci = (cp−1

i )apci
3.2.11≡ 1apci = cimod(p)3.

Analog gilt (cei )
d ≡ cimod(q). Es folgt p, q | (cei )d − ci und da p, q teilerfremd sind, folgt (cei )

d ≡
cimod(n). Es folgt

yi ≡ xdi ≡ (cei )
d ≡ cimod(n)

und 0 ≤ yi, ci < n liefert yi = ci.

Das RSA-Verfahren wird zur Zeit als sicher eingestuft. Der Grund ist, dass zum jetzigen Zeit-
punkt keine effiziente Methode existiert eine große Zahl n in Primfaktoren zu zerlegen (selbst
wenn bekannt ist, dass n Produkt von nur zwei Primfaktoren ist) oder φ(n) zu berechnen. Ebenso
existiert aktuell keine Methode effizient die e-te Wurzel modulo n zu berechnen.

Wenn eine dritte Person die Nachricht von Alice und Bob und abfängt, hat diese folgende Infor-
mationen: e, n, x1, . . . , xℓ. Selbst wenn die Person zusätzlich weiß, dass Alice das RSA-Verfahren
verwendet, ist d unbekannt und müsste aus e und n errechnet werden. Dafür wird die Primfak-
torzerlegung von n bzw. φ(n) benötigt. Ebenso ist das Rückrechnen ci ≡ xei mod(n) nicht effizient
möglich.

3.3 Der Quotientenkörper

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion von Q aus Z auf Integritätsbereiche verallgemeinert.

Lemma 3.3.1. Es sei R ein Integritätsbereich. Dann definiert

(r1, d1) ∼ (r2, d2) :⇔ r1d2 = r2d1

auf R× (R \ {0}) eine Äquivalenzrelation.

Beweis. Übungsaufgabe.

Für (r, d) ∈ R× (R \ {0}) setzen wir
r

d
:= [(r, d)]

für die Äquivalenzklasse von (r, d). Die Menge der Äquivalenzklassen wird mit Q(R) bezeichnet.

Satz 3.3.2. Es sei R ein Integritätsbereich. Dann erhält Q(R) durch

r1
d1

+
r2
d2

:=
r1d2 + r2d1

d1d2
sowie

r1
d1

· r2
d2

=
r1r2
d1d2

3Da p sehr groß gewählt wurde, gilt insbesondere p ∤ ci ̸= 0.
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für r1, r2 ∈ R und d1, d2 ∈ R \ {0} die Struktur eines Körpers mit 0Q(R) =
0
1 und 1Q(R) =

1
1 .

Beweis. Wir müssen uns zunächst darüber Gedanken machen, ob die Addition und Multiplika-
tion unabhängig von der Wahl des Repräsentanten sind. Wir zeigen exemplarisch die Wohlde-
finiertheit der Addition. Seien ri ∈ R, di ∈ R \ {0} für 1 ≤ i ≤ 4 mit (r1, d1) ∼ (r3, d3) und
(r2, d2) ∼ (r4, d4). Es gilt r1d3 − r3d1 = 0 = r2d4 − r4d2. Es folgt

[(d1d2)(r3d4 + r4d3)− (d3d4)(r1d2 + r2d1)] = (d2d4)(r3d1 − r1d3) + (d1d3)(r2d4 − r4d2)

= 0 + 0 = 0.

Dies zeigt (r1d2+r2d1, d1d2) ∼ (r3d4+r4d3, d3d4). Analog zeigt man, dass die Addition unabhängig
von Repräsentanten ist.

Direkte Rechnung zeigt nun, dass Q(R) ein kommutativer Ring ist. Es gilt 0
1 ̸= 1

1 , da 0 · 1 ̸= 1 · 1
und damitQ(R) ̸= {0}. Es sei rd ∈ Q(R)\{0}. Dann gilt r ̸= 0, also d

r ∈ Q(R) mit dr ·
r
d = rd

rd = 1Q(R).

□

Definition. Sei R ein Integritätsbereich, so bezeichnen wir mit ιR den injektiven Ringhomomor-
phismus

ιR : R −→ Q(R) ; r 7→ r

1
.

Satz 3.3.3 (Die universelle Eigenschaft des Quotientenkörpers). Es sei R ein Integritätsbereich
sowie α : R −→ R′ ein Homomorphismus kommutativer Ringe derart, dass α(R \ {0}) ⊆ (R′)×.
Dann existiert genau ein Homomorphismus β : Q(R) −→ R′ mit β ◦ ιR = α. Wir erhalten also das
kommutative Diagram

R
α //

ιR
��

R′

Q(R).

β

<<

Beweis. Da α(R \ {0}) ⊆ (R′)× gilt, ist folgende Zuordnung eine wohldefinierte Abbildung

ᾱ : R× (R \ {0}) −→ R′ ; (r, d) 7→ α(r)α(d)−1.

Wir gehen schrittweise vor.

• ᾱ ist konstant auf Äquivalenzklassen: Angenommen (r1, d1) ∼ (r2, d2). Dann gilt r1d2 =
r2d1 = 0, also α(r1)α(d2) = α(r2)α(d1). Wegen α(di) ∈ (R′)× erhalten wir

ᾱ(r1, d1) = α(r1)α(d1)
−1 = α(r2)α(d2)

−1 = ᾱ(r2, d2).

• Definition von β: Da ᾱ konstant auf Äquivalenzklassen ist, ist

β : Q(R) −→ R′ ;
r

d
7→ α(r)α(d)−1

eine wohldefinierte Abbildung. Insbesondere gilt [β ◦ ιR](r) = β( r1) = α(r) für alle r ∈ R.
Direktes Nachrechnen zeigt, dass β ein Homomorphismus ist.
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• Eindeutigkeit der Abbildung: Sei nun γ : Q(R) −→ R′ ein weiterer Homomorphismus mit
γ ◦ ιR = α. Dann gilt für (r, d) ∈ R× (R \ {0})

α(d)γ(
r

d
) = γ(ιR(d))γ(

r

d
) = γ(

d

1

r

d
) = γ(

r

1
) = γ(ιR(r)) = α(r)

und somit γ( rd) = α(r)α(d)−1 = β( rd).

□

Korollar 3.3.4. Es gelten die folgenden Aussagen.

(1) Es gilt Q(Z) ∼= Q.

(2) SeiK ein Körper mit char(K) = 0. Dann existiert ein injektiver Homomorphismus ι : Q ↪→ K.

(3) Sei K ein Körper, dann gilt K ∼= Q(K).

Beweis.

(1) Die Abbildung α : Z −→ Q, z 7→ z erfüllt die Voraussetzungen von Satz 3.3.3. Damit existiert
ein Ringhomomorphismus β : Q(Z) −→ Q, rd 7→ r

d . Dieser ist offensichtlich bijektiv.

(2) Wir betrachten α : Z −→ K ; n 7→ n1. Wegen char(K) = 0 ist α injektiv und es folgt
α(Z \ {0}) ⊆ K \ {0} = K×. Damit gibt es nach Satz 3.3.3 einen Homomorphismus β :
Q(Z) −→ K mit β ◦ ιZ = α. Da Q(Z) ein Körper ist, ist β nach Satz 3.2.1 injektiv. Nun
wenden wir (1) an.

(3) Die Abbildung α : K −→ K, a 7→ a erfüllt die Voraussetzung von Satz 3.3.3 und wir erhalten
einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus β : Q(K) −→ K mit β ◦ ιK = α. Da
α surjektiv ist, gilt dies auch für β. Weiter ist Q(K) ein Körper und damit β injektiv nach
Satz 3.2.1.

3.4 Teilbarkeit in Integritätsbereichen

Definition. Es sei R ein Integritätsbereich.

(1) Seien a, b ∈ R. Man sagt a teilt b (wir schreiben in diesem Fall wie bereits in Z nur a|b), falls
es ein t ∈ R mit b = ta gibt.

(2) Seien a, b ∈ R. Dann heißen a und b assoziiert, falls a|b und b|a gilt. Man schreibt dann a ∼ b.

Bemerkungen 3.4.1. Es sei R ein Integritätsbereich.

(1) Es gilt a|b⇔ (b) ⊆ (a).
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(2) Zwei Elemente a, b ∈ R sind genau dann assoziiert, wenn es ein u ∈ R× mit b = ua gibt:
Angenommen a|b und b|a dann gibt es s, t ∈ R mit b = sa und a = tb. Gilt b = 0, so folgt
a = 0 und somit b = 1·amit 1 ∈ R×. Andernfalls erhalten wir aus b = sa = stb die Gleichung

b(1− st) = 0,

und damit folgt 1 = st, da R ein Integritätsbereich ist. Das heißt s, t ∈ R× und u := s liefert
das Gewünschte.

Definition. Sei R ein Integritätsbereich und p ∈ R \ ({0} ∪R×).

(1) Das Element p heißt irreduzibel (oder unzerlegbar), falls für alle a, b ∈ R mit p = ab schon
a ∈ R× oder b ∈ R× gilt.

(2) Das Element p heißt prim oder Primelement, falls für alle a, b ∈ R mit p|ab schon p|a oder
p|b folgt.

Beispiele. (1) Sei p ∈ R ein Primelement. Gilt p = ab, so folgt ohne Einschränkung p|a. Wegen
a|p sind a und p zueinander assoziiert und es gibt u ∈ R× mit p = ua. Damit folgt a(u−b) = 0
und wegen a ̸= 0 gilt b = u ∈ R×. Also ist p unzerlegbar.

(2) In den Übungen haben wir gesehen, dass in Z die Begriffe prim und irreduzibel übereinstimmen.
Die irreduziblen Elemente sind genau die Elemente in ±P.

(3) Wir betrachten den Unterring

Z[
√
−5] := {a+ b

√
5i | a, b ∈ Z} ⊆ C.

Dann ist Z[
√
−5] ein Integritätsbereich. Wir betrachten die (multiplikative) Abbildung

N : Z[
√
−5] −→ Z, a+ b

√
5i 7→ |a+ b

√
5i|2 = a2 + 5b2 ∈ Z.

Es gelte 2 = (x1 + y1
√
5i)(x2 + y2

√
5i). Dann folgt

4 = N(2) = N(x1 + y1
√
5i)N(x2 + y2

√
5i) = (x21 + 5y21)(x

2
2 + 5y22)

≥ 25y21y
2
2 + 5x21y

2
2 + 5x22y

2
1.

Also erhalten wir y1 = 0 = y2, 4 = (x1x2)
2 und ohne Beschränkung x1 ∈ {±1}, das heißt

x1 + y1
√
5i = x1 ∈ Z[

√
−5]×. Weiter ist 2 ∈ Z[

√
−5] keine Einheit, da N(2) ̸= 1. Somit ist 2

irreduzibel in Z[
√
−5]. Jedoch ist 2 kein Primelement: Es gilt 2|6 = (1 +

√
5i)(1 −

√
5i), aber

2 ∤ (1±
√
5i), da N(2) = 4 und N(1±

√
5) = 6.

Definition. Sei R ein Integritätsbereich.

(1) R heißt euklidisch, falls eine Abbildung ρ : R \ {0} −→ N0 existiert, sodass für alle a, b ∈ R,
b ̸= 0 Elemente q, r ∈ R mit a = qb+ r und r = 0 oder ρ(r) < ρ(b) existieren.

(2) R heißt Hauptidealring, falls für jedes Ideal I ⊆ R ein x ∈ R mit I = (x) existiert.
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(3) R heißt faktoriell, falls gilt

(i) Für jedes a ∈ R \ ({0} ∪R×) gibt es irreduzible Elemente p1, . . . , pn mit a = p1p2 · · · pn.

(ii) Gilt p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm mit pi, qj ∈ R irreduzibel, so gilt m = n und es gibt eine
Permutation σ ∈ Sn mit qi ∼ pσ(i) für jedes i ∈ {1, . . . , n}.

Im verbleibenden Abschnitt beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 3.4.2. Es sei R ein Ring. Es gilt

R euklidischer Ring +3 R Hauptidealring +3 R faktorieller Ring +3 R Integritätsbereich.

Satz 3.4.3. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Da R ein Integritätsbereich ist, müssen wir lediglich zeigen, dass jedes Ideal I ⊆ R ein
Hauptideal ist. Sei I ̸= {0}. Dann gibt es r0 ∈ I \ {0} derart, dass

ρ(r0) = min{ρ(r) | r ∈ I \ {0}}.

Sei nun x ∈ I . Dann gibt es q, r ∈ R mit x = qr0 + r und r = 0 oder ρ(r) < ρ(r0). Wegen
r = x− qr0 ∈ I folgt nach Wahl von r0, dass r = 0 gilt. Also gilt x ∈ (r0) und damit I = (x0).

Bemerkung 3.4.4. Nicht jeder Hauptidealring ist ein euklidischer Ring. Ein Beispiel dafür ist der
Ring

R := {a+ 1 + i
√
19

2
b | a, b ∈ Z} ⊆ C.

Der Beweis ist nicht trivial. Wir verweisen daher nur auf [6].

Satz 3.4.5. Es sei R ein Ring.

(1) Ist R faktoriell, so ist jedes irreduzible Element prim (d.h. irreduzibel = prim).

(2) Ist R ein Integritätsbereich, so sind folgende Aussagen äquivalent.a

(i) R ist ein faktorieller Ring.

(ii) Für jede Nichteinheit 0 ̸= r ∈ R existieren n ∈ N und p1, . . . , pn Primelemente mit
r = p1p2 · · · pn.

(3) IstR ein Hauptidealring, so ist jedes Primideal p ̸= {0} maximal und jedes irreduzible Element
bereits prim.

aDer Beweis verläuft analog zum Beweis von Satz 1.1.3
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Beweis.

(1) Sei p ∈ R irreduzibel und a, b ∈ R mit p | ab. Wir wollen p | a oder p | b zeigen und können
ohne Beschränkung a, b ̸∈ {0} ∪ R× annehmen und schreiben ab = pc für ein c ∈ R \ {0}.
Da R faktoriell ist, existieren m,n ∈ N sowie irreduzible Elemente p1, . . . , pn, q1, . . . , qm mit
a = p1·· · ··pn und b = q1·· · ··qm. DaR faktoriell und p irreduzibel ist, folgt ausm+n ≥ 2, dass
c keine Einheit ist und wir finden l ∈ N und irreduzible Elemente s1, . . . , sl mit c = s1 · · · · ·sl.
Da R faktoriell ist, folgt ohne Beschränkung der Allgemeinheit p ∼ p1, d.h. p | a.

(2) (i) ⇒ (ii). Dies folgt direkt aus (i).

(ii) ⇒ (i). Es sei 0 ̸= r ∈ R keine Einheit. Nach Annahme finden wir eine Zerlegung
r = p1 · · · pn mit p1, . . . , pn Primelementen. Insbesondere existiert also eine Zerlegung in irre-
duzible Elemente. Es seien q1, . . . , qm irreduzible Elemente mit p1 · · · pn = r = q1 · · · qm. Wir
zeigen die Eindeutigkeit der Zerlegung (bis auf Einheiten und Umnummerierung) durch
Induktion nach n.

Gilt n = 1, so folgt p1 = q1(q2 · · · qm). Da p1 irreduzibel und q1 keine Einheit ist, ist der zweite
Faktor eine Einheit, was m = 1 impliziert. Sei n > 1. Da pn ein Primelement ist, gibt es ein
jn ∈ {1, . . . ,m} pn|qjn . Da qjn irreduzibel und pn keine Einheit ist, existiert eine Einheit u mit
qjn = upn und es folgt pn ∼ qjn . Da R ein Integritätsbereich ist, erhalten wir zudem

p1 · · · pn−1 = uq1 · · · qjn−1qjn+1 · · · qm.

Da uq1 irreduzibel ist, folgt nach Induktionsannahme n − 1 = m − 1. Ebenso erhalten wir
eine Bijektion τ : {1, . . . , n − 1} −→ {1, . . . , n} \ {jn} mit pi ∼ qτ(i) für 1 ≤ i ≤ n − 1. Wir
definieren nun σ ∈ Sn durch

σ(i) :=

{
τ(i) i ̸= n
jn i = n.

Dann gilt pi ∼ qσ(i) für 1 ≤ i ≤ n.

(3) Sei p ̸= {0} ein Primideal. Da R ein Hauptidealring ist, gilt p = (p), wobei p ∈ R ein Prim-
element ist. Satz 3.2.8 liefert ein maximales Ideal m ⊇ (p). Da R ein Hauptidealring ist,
gibt es q ∈ R mit m = (q). Wegen p ∈ m gibt es r ∈ R mit p = rq. Da q aufgrund von
m ̸= R keine Einheit ist, impliziert die Unzerlegbarkeit von p dass r eine Einheit ist. Damit
ist (p) = (rq) = (q) = m ein maximales Ideal. Sei nun p0 ∈ R irreduzibel. Dann ist (p0) ̸= R
und wir finden mit analogen Elementen ein Primelement q0 mit q0|p0. Die Irreduzibilität von
p0 liefert p0 ∼ q0. Also ist q0 ein Primelement.

Satz 3.4.6. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R faktoriell.

Beweis. Sei a ∈ R\({0}∪R×). Wir zeigen, dass a ein Produkt von Primelementen ist. Angenommen
es existiert keine solche Zerlegung. Wegen a ∈ R\({0}∪R×) gilt {0} ⊊ (a) ⊊ R und nach Satz 3.2.8
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gibt es ein maximales Ideal m1 ⊆ R mit (a) ⊆ m1
4. Da R ein Hauptidealring ist, gilt m1 = (p1) für

ein Primelement p1 ∈ R. Wegen a ∈ m1 gibt es a1 ∈ R mit a = a1p1.
Gilt a1 ∈ R×, so ist a1p1 ein Primelement und a = a1p1, im Widerspruch zu unserer Annahme.

Damit gibt es wie oben ein Primelement p2 und a2 ∈ R mit a1 = a2p2. Wegen a = a2p1p2 ist wie
zuvor a2 keine Einheit. Dies impliziert (a1) ⊊ (a2) ⊊ R. Induktiv erhalten wir eine Folge (ai)i∈N
von Idealen mit (ai) ⊊ (ai+1) ⊊ R für alle i ∈ N. Als Kette von echten Idealen ist

⋃
i∈N(ai) ein

echtes Ideal. Da R ein Hauptideal ist, existiert b ∈ R mit (b) =
⋃
i∈N(ai) und wir finden n ∈ N mit

b ∈ (an). Dann gilt aber
(an+1) ⊆

⋃
i∈N

(ai) = (b) ⊆ (an) ⊊ (an+1),

ein Widerspruch. Nun wenden wir 3.4.5(2) an. □

Bemerkung 3.4.7. Wir werden im Verlauf der Vorlesung zeigen, dass Z[X] ein faktorieller Ring ist,
der kein Hauptidealring ist. Wir haben bereits gesehen, dass Z[

√
−5] ein Integritätsbereich ist, der

nicht faktoriell ist. Damit sind alle Implikationen in Satz 3.4.2 nicht umkehrbar.

Definition. Es sei R ein Integritätsbereich und r1, . . . , rn ∈ R mit n ∈ N. Ein Element a ∈ R heißt
ggT (größter gemeinsamer Teiler) von r1, . . . , rn, falls folgende Bedingungen erfüllt sind.

(1) Es gilt a | ri für alle i ∈ {1, . . . , n}.

(2) Ist b ∈ R mit b | ri für alle i ∈ {1, . . . , n}, so gilt bereits b | a.

Wir bezeichnen die Menge der größten gemeinsamen Teiler von r1, . . . , rn mit ggT(r1, . . . , rn).

Bemerkung 3.4.8. Sind a, b ∈ ggT(r1, . . . , rn), so gilt a|b und b|a. Das heißt a ∼ b. Weiter sieht man
ein, dass für jeden größten gemeinsamen Teiler c ∈ ggT(r1, . . . , rn) die Gleichung

ggT(r1, . . . , rn) = cR×

gilt.

Beispiele. (1) In Z gilt ggT(60, 105) = {±15} = 15Z×.

(2) In Z[
√
−5] gilt ggT(6, 2(1 +

√
5i)) = ∅: Angenommen t ist ein größter gemeinsamer Teiler.

Dann gilt N(t) | 36 und N(t) | 24, das heißt N(t) | ggT(36, 24) = 12. Da 2 und 1 +
√
5i

Teiler von 6 und 2(1 +
√
5i) sind, liefert die ggT-Eigenschaft 2 | t und 1 +

√
5i | t. Das heißt

4 | N(t) und 6 | N(t), also 12|N(t). Damit gilt N(t) = 12. Wir schreiben t = a + b
√
5i. Dann

gilt 12 = N(t) = a2 + 5b2. Diese Gleichung besitzt in Z2 keine Lösung, ein Widerspruch.

(3) Es gilt r1 = r2 = · · · = rn = 0 ⇔ ggT(r1, . . . , rn) = {0}.

4Die Existenz eines solchen maximalen Ideals kann in Hauptidealbereichen auch ohne Verwendung des Zornschen
Lemma bewiesen werden, da in Hauptidealbereichen aufsteigende Ketten von Idealen stets stationär werden.
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Lemma 3.4.9. Es sei R ein faktorieller Ring und r1, . . . , rn ∈ R. Dann gilt ∅ ̸= ggT(r1, . . . , rn).

Beweis. Wir können annehmen, dass ein 1 ≤ ℓ ≤ n mit ri ̸= 0 ⇔ 1 ≤ i ≤ ℓ existiert. Wir fixieren
ein Repräsentantensystem P aller irreduziblen Elemente inR. DaR ein faktorieller Ring ist, finden
wir Einheiten ui und eindeutige Darstellungen

ri = ui
∏
p∈P

pmp(ri)

für alle 1 ≤ i ≤ ℓ mit mp(ri) ∈ N0 für alle p ∈ P. Für p ∈ P setzen wir

m(p) := min{pmp(ri) | i ∈ {1, . . . , ℓ}}.

Man überprüft nun, dass g :=
∏
p∈P p

m(p) ein größter gemeinsamer Teiler der ri ist (vgl. Aufgabe
4).

Definition. Ist R ein faktorieller Ring und r, s ∈ R. Wir sagen r und s sind teilerfremd, falls 1 ein
größter gemeinsamer Teiler von r, s ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ggT(r, s) = R× gilt.
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4 Polynomringe

4.1 Grundlegende Definitionen

Der Begriff des Polynoms ist uns seit der Schule geläufig. Dort werden Polynome häufig mit denen
von ihnen induzierten Funktionen gleichgesetzt. Hier muss jedoch unterschieden werden, sobald
man nicht mehr nur Polynome mit Koeffizienten in R, C betrachtet, wie das folgende Beispiel
zeigt:

Beispiel. Sei R ein kommutativer Ring und f die Funktion

f : R −→ R ; r 7→ r2 + r + 1.

Für R = R wird die Funktion f durch das Polynom x2 + x + 1 beschrieben. Mit der später
entwickelten Theorie können wir zeigen, dass x2 + x + 1 das einzige Polynom ist, welches die
Abbildung beschreibt. Für R = Z/(2) beschreibt das Polynom x2 + x + 1 weiterhin die Abbil-
dung f . Jedoch beschreiben auch die Polynome 1, x2 + x + 1 und (x2 + x + 1)2 die Funktion
f : Z/(2) −→ Z/(2) ; r 7→ r2 + r + 1.

Im Folgenden sei R ̸= {0} ein kommutativer Ring und

R[X] := {
∑
i∈N0

aiX
i | ai ∈ R, ai = 0 für alle bis auf endlich viele i ∈ N0}

die Menge der Polynome mit Koeffizienten aus R.1 Auf R[X] erklären wir eine Addition und
Multiplikation wie folgt ∑

i∈N0

aiX
i +

∑
i∈N0

biX
i :=

∑
i∈N0

(ai + bi)X
i,

∑
i∈N0

aiX
i ·

∑
i∈N0

biX
i :=

∑
i∈N0

ciX
i,

wobei ci :=
∑

r,s∈N0,r+s=i
arbs. Man rechnet nach, dass R[X] ein kommutativer Ring ist. Wir nen-

nen R[X] den Polynomring in X über R. Die Abbildung

R −→ R[X]; a 7→ a ·X0

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Im Folgenden fassen wir daher R Teilring von R[X] auf
und schreiben a anstatt a ·X0.

1Polynome sind hier formale Summen und keine Abbildungen, es gibt also eine natürliche bijektive Abbildung zwi-
schen R[X] und der Menge der R-wertigen Folgen mit endlichem Träger

(a : N0 −→ R) 7→
∑
i=0

aiX
i.
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Definition. Für ein Polynom f =
∑

i∈N0
aiX

i ∈ R[X] heißt

deg(f) :=

{
max{i ∈ N0 | ai ̸= 0} , f ̸= 0

−∞ , f = 0

der Grad des Polynoms f . Gilt f ̸= 0, so heißt adeg(f) der Leitkoeffizient von f . Weiter heißt f
normiert, falls adeg(f) = 1 gilt.

Beispiele.

(1) Das Polynom 7X6 + 4X2 + 5 ∈ Z[X] hat Grad 6 und Leitkoeffizienten 7.

(2) Das Polynom (1 + (2))X + (1 + (2))X ∈ Z/(2)[X] hat Grad −∞.

Satz 4.1.1 (Die universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei φ : R −→ S ein Homomor-
phismus kommutativer Ringe und s ∈ S. Dann gibt es genau einen Homomorphismus von Ringen
φ̃s : R[X] −→ S mit

(i) φ̃s(r) = φ(r) für alle r ∈ R und

(ii) φ̃s(X) = s.

Beweis. Ist ψ ein Homomorphismus mit obigen Eigenschaften, so gilt

ψ(

m∑
i=0

riX
i) =

m∑
i=0

ψ(ri)ψ(X)i =

m∑
i=0

φ(ri)s
i

für alle Polynome
∑m

i=0 riX
i ∈ R[X]. Insbesondere existiert höchstens ein Homomorphismus mit

obigen Eigenschaften, und wir definieren notwendigerweise

φ̃s : R[X] −→ S ;

m∑
i=0

riX
i 7→

m∑
i=0

φ(ri)s
i.

Man rechnet nun nach, dass φ̃s ein Ringhomomorphismus ist.

4.2 Nullstellen

In diesem Abschnitt studieren wir Nullstellen von Polynomringen.

Satz 4.2.1. Sei R ̸= {0} ein kommutativer Ring.

(1) Es gilt deg(f + g) ≤ max{deg(f), deg(g)} für alle f, g ∈ R[X].

(2) Es gilt deg(fg) ≤ deg(f) + deg(g) für alle f, g ∈ R[X].

(3) Ist R ein Integritätsbereich, so gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g) für alle f, g ∈ R[X].
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(4) Ist R ein Integritätsbereich, so ist R[X] ein Integritätsbereich und es gilt R[X]× = R×.

Beweis. Wir beweisen lediglich (4). Es seien f, g ∈ R[X] mit fg = 0. Dann gilt nach (3)

−∞ = deg(fg) = deg(f) + deg(g)

und somit f = 0 oder g = 0.
Klar ist R× ⊆ R[X]×. Sei f ∈ R[X]× und g ∈ R[X] mit fg = 1. Mit (3) folgt 0 = deg(f) + deg(g),
das heißt f, g ∈ R und somit f ∈ R×.

Wie für Polynomringe über Körpern (siehe [5, (7.1.12)]) liefert das Verfahren der Polynomdivision:

Satz 4.2.2 (Division mit Rest). Sei R ̸= {0} ein kommutativer Ring sowie g ∈ R[X] \ {0} ein
Polynom, sodass der Leitkoeffizient eine Einheit ist. Dann existieren zu jedem Polynom f ∈ R[X]
eindeutig bestimmte Polynome q, r ∈ R[X] derart, dass f = qg + r mit deg(r) < deg(g) gilt.

Korollar 4.2.3. Sei R ̸= {0} ein kommutativer Ring. Folgende Aussagen sind äquivalent.

(1) R[X] ist ein euklidischer Ring.

(2) R[X] ist ein Hauptidealring.

(3) R ist ein Körper.

Beweis. (1) ⇒ (2). Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.4.3.
(2) ⇒ (3). Der Hauptidealring R[X] ist insbesondere ein Integritätsbereich. Damit ist R ⊆ R[X]
ebenfalls ein Integritätsbereich. Nach Satz 4.1.1 gibt es genau einen Homomorphismus φ̃ : R[X] −→
R mit φ̃(r) = r für alle r ∈ R und φ̃(X) = 0. Damit ist φ̃ surjektiv und wegen R[X]/ ker φ̃ ∼= R ist
p := ker φ̃ ein Primideal von R[X] nach Lemma 3.2.5. Wegen X ∈ p folgt p ̸= {0}. Da R Haupt-
idealring ist, liefert Satz 3.4.5 die Maximalität von p. Erneute Anwendung von Lemma 3.2.5 zeigt,
dass R ∼= R[X]/p ein Körper ist.
(3) ⇒ (1). Nach Satz 4.2.1 ist R[X] ein Integritätsbereich. Wir definieren

R[X] \ {0} −→ N0, f 7→ deg(f).

Nach Satz 4.2.2 ist dies eine geeignete Gradfunktion, da R ein Körper ist und damit für jedes
Polynom g ∈ K[X] \ {0} der Leitkoeffizient eine Einheit ist.

Definition. Sei f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X] \ {0}. Ein Element r ∈ R heißt Nullstelle von f , falls∑n

i=0 air
i = 0 gilt. Die Menge der Nullstellen von f in R sei mit ZR(f) bezeichnet.

Für r ∈ R sei

evr : R[X] −→ R ;

n∑
i=0

aiX
i 7→

n∑
i=0

air
i
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der nach Satz 4.1.1 eindeutig bestimmte Homomorphismus mit evr(a) = a für alle a ∈ R und
evr(X) = r. Der Homomorphismus evr heißt Auswertungs- oder Einsetzungshomomorphismus
in r.
Es ist r ∈ R eine Nullstelle von f ∈ R[X] genau dann, wenn evr(f) = 0 gilt. Für ein beliebiges
Polynom f =

∑n
i=0 aiX

i und r ∈ R schreiben wir von nun an

f(r) := evr(f) =

n∑
i=0

air
i ∈ R.

Satz 4.2.4. SeiR ein Integritätsbereich. Dann besitzt jedes Polynom f ∈ R[X]\{0} höchstens deg(f)
Nullstellen.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach deg(f), wobei der Fall deg(f) = 0 trivial ist. Gilt deg(f) >
0 und ist r eine Nullstelle von f , so gibt es nach Satz 4.2.2 q, a ∈ R[X] derart, dass f = q(X−r)+a
mit a = 0 oder deg(a) < deg(X − a) = 1 gilt. Zudem haben wir

0 = f(r) = evr(q(X − r) + a) = evr(q) evr(X − r) + evr(a) = q(r)(r − r) + a(r) = a(r).

Wir schließen damit a = 0. Da R ein Integritätsbereich ist, erhalten wir mit Satz 4.2.1 deg(q) =
deg(f)−1. Weiter gilt ZR(f) = ZR(q)∪{r}. Die Induktionsannahme liefert uns damit die Behaup-
tung.

Beispiele. (1) Das Polynom X2 + 1 besitzt in R keine Nullstelle, in C hingegen gilt X2 + 1 =
(X − i)(X + i).

(2) Das Polynom (X − 1)(X − 2)2 ∈ Z[X] hat die Nullstellenmenge {1, 2}.

Satz 4.2.5. Es sei K ein Körper und U ⊆ K× eine endliche Untergruppe. Dann ist U zyklisch.

Beweis. Es sei g ∈ U ein Element maximaler Ordnung n ∈ N. Nach Satz 2.3.3 gilt ord(u) | n für alle
u ∈ U , da U ⊆ K× abelsch ist. Also gilt ⟨g⟩ ⊆ U ⊆ ZK(Xn−1). Nach Satz 4.2.4 enthält ZK(Xn−1)
höchstens n Elemente. Mit n = |⟨g⟩| ≤ |U | ≤ |ZK(Xn − 1)| = n folgt ⟨g⟩ = U .

Definition. (1) Sei f ∈ R[X] \ {0} ein Polynom und r ∈ R eine Nullstelle von f . Dann gilt
(X−r)|f und nach Satz 4.2.1 existiert ein n(r) ∈ N≤deg(f) mit (X−r)n(r)|f und (X−r)n(r)+1 ∤
f . Dann heißt n(r) die Vielfachheit der Nullstelle r. Eine Nullstelle r heißt einfach, falls
n(r) = 1 gilt.

(2) Sei f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X]. Dann heißt

f ′ :=
n∑
i=1

iaiX
i−1 ∈ R[X]

die Ableitung von f .
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Satz 4.2.6. Sei K ein Körper, α ∈ K eine Nullstelle des Polynoms f ∈ K[X] \ {0}. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(1) n(α) = 1.

(2) f ′(α) ̸= 0.

Beweis. (1) ⇒ (2). Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom q ∈ K[X] mit f = q(X − α) und
q(α) ̸= 0. Die Produktregel liefert f ′ = q′(X − α) + q. Damit erhalten wir f ′(α) = q(α) ̸= 0.

(2) ⇒ (1). Sei nun n(α) ≥ 2. Dann gilt n(α)−1 ≥ 1. Wir schreiben f = q(X−α)n(α) mit q(α) ̸= 0.
Damit liefert die Produktregel

f ′ = q′(X − α)n(α) + n(α)q(X − α)n(α)−1.

Es folgt f ′(α) = q′(α)(α− α)n(α) + n(α)q(α− α)n(α)−1 = 0.

Beispiel. Sei K ein Körper, f = Xn − 1 ∈ K[X] mit n ≥ 2 . Dann gilt f ′ = nXn−1. Ist a ∈ K eine
Nullstelle von f , so folgt an = 1 und f ′(a) = nan−1. Die Annahme f ′(a) = 0 führt zu n1 = 0 und
damit char(K)|n. Andernfalls ist a eine einfache Nullstelle von f .

4.3 Irreduzible Polynome

In diesem Abschnitt untersuchen wir Polynome in Z[X] und Q[X] auf Irreduzibilität. Es sei n ∈ N0

und a0, . . . , an ∈ Z mit ai ̸= 0 für mindestens ein i ∈ {1, . . . , n}. Da Z faktoriell ist und Z× =
{−1, 1} gilt, existiert nach Lemma 3.4.9 genau ein größter gemeinsamer Teiler 0 ̸= g ∈ N von
a1, . . . , an. Im Folgenden schreiben wir ggT(a0, . . . , an) für diesen größten gemeinsamen Teiler.

Definition. Es sei 0 ̸= f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ Z[X] ein Polynom.

(1) Die natürliche Zahl c(f) := ggT(a0, . . . , an) ∈ N heißt Inhalt von f.

(2) Das Polynom f heißt primitiv, falls c(f) = 1 gilt.

Beispiel. (1) Es sei f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ Z[X] und bi ∈ Z die eindeutig bestimmten Elemente mit

bi · c(f) = ai. Das Polynom f0 :=
∑n

i=0 biX
i ∈ Z[X] erfüllt

(i) f = c(f)f0, und

(ii) f0 ist primitiv: Es sei c ∈ N ein Teiler aller bi. Dann ist c · c(f) ein Teiler von bi · c(f) = ai
für alle i ∈ {0, . . . , n}. Damit gilt (c · c(f)) | ggT(a0, . . . , an) = c(f). Es folgt c = 1, da
c ∈ N.

(2) Das Polynom f := −60 ·X3− 20 ·X2+100X hat den Inhalt c(f) = ggT(−60,−20, 100) = 20.
Es gilt f = 20 · (−3X3 −X2 + 5X).
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(3) Ein Polynom 0 ̸= aX0 ∈ Z[X] ist genau dann irreduzibel, wenn a ∈ Z irreduzibel (also prim)
ist, das heißt a ∈ ±P gilt.

(4) Es sei f ∈ Z[X] mit deg(f) ≥ 1 irreduzibel. Gilt c(f) ̸= 1, so ist f = c(f)f0 eine Zerlegung in
zwei Nichteinheiten. Damit muss ein irreduzibles Polynom von Grad ≥ 1 primitiv sein.

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht, wie schon f = X2 zeigt.

Lemma 4.3.1. (1) Es sei p ∈ Z. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) p ∈ Z ist ein Primelement.

(ii) p ∈ Z[X] ist ein Primelement.

(2) Sind f, g ∈ Z[X] primitiv, so ist f · g primitiv.

Beweis. Wir können o.B.d.A. p ̸∈ {−1, 0, 1} annehmen.

(1) (i) ⇒ (ii). Es ist p := (p)Z ein Primideal in Z. Wir betrachten die kanonische Projektion π :
Z −→ Z/p sowie den induzierten Homomorphismus π∗ : Z[X] −→ (Z/p)[X]. Sei g ∈ kerπ∗,
g =

∑n
i=0 riX

i. Dann gilt

0 = π∗(g) =
n∑
i=0

π(ri)X
i

und daher ri ∈ kerπ = p für 0 ≤ i ≤ n. Wir schreiben ri = sip und setzen h :=
∑n

i=0 siX
i.

Dann gilt g = ph und somit ist kerπ∗ = (p)Z[X] das von p in Z[X] erzeugte Ideal. Also
induziert π∗ einen Isomorphismus Z[X]/(p)Z[X]

∼−→ (Z/p)[X]. Da Z/p ein Integritätsbereich
ist, gilt dies nach Satz 4.2.1 auch für (Z/p)[X]. Damit ist (p)Z[X] ein Primideal und p in Z[X]
ein Primelement.

(ii) ⇒ (i). Es seien a, b ∈ Z mit p | ab in Z. Damit wird ab auch von p in Z[X] geteilt und
wir finden nach Voraussetzung o.B.d.A. h ∈ Z[X] mit p · h = a. Es folgt deg(h) = deg(p) +
deg(h) = deg(ph) = deg(a). Insbesondere gilt h ∈ Z.

(2) Ist f ·g nicht primitiv, so ist c(f ·g) ∈ N≥2 keine Einheit und f ·g = c(f ·g)·(f ·g)0. Da Z faktoriell
ist, existiert p ∈ Z Primelement mit p | c(f · g). Nach (1) ist p ∈ Z[X] ein Primelement. Es gilt
p | c(f · g) · (f · g)0 = f · g in Z[X]. Es folgt p | f oder p | g, ein Widerspruch.

Satz 4.3.2. Es sei 0 ̸= f ∈ Z[X].

(1) Ist f = f1 · · · fn mit f1, . . . , fn ∈ Q[X], so existieren g1, . . . , gn ∈ Z[X] primitiv und
λ1, . . . , λn ∈ Q>0 mit

fi = λi · gi und λ := λ1 · · ·λn ∈ N.

(2) Ist f primitiv und g ∈ Z[X] mit f |Q[X] g, so gilt f |Z[X] g.
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Beweis.

(1) Für i ∈ {1, . . . , n} sei mi ∈ N der Betrag des Produkts der Nenner der Koeffizienten ̸= 0 von
fi. Dann ist mifi ∈ Z[X], di := c(mifi) ∈ N und es existiert gi ∈ Z[X] primitiv mit mifi =
c(mifi)gi = digi. Wir setzen λi := di

mi
∈ Q>0,m := m1m2 · · ·mn ∈ N und d := d1d2 · · · dn ∈ N.

Es gilt λ1 · . . . · λn = d
m . Weiter ist

mf = (m1f1)(m2f2) · · · (mnfn) = dg1g2 · · · gn.

Da g1, . . . , gn primitiv sind, gilt mit Lemma 4.3.1 auch c(g1g2 · · · gn) = 1 und wir erhalten

mc(f)
m∈N
= c(mf) = c(dg1g2 · · · gn)

d∈N
= dc(g1g2 · · · gn) = d.

Das heißt λ := λ1 · . . . · λn = d
m = mc(f)

m = c(f) ∈ N.

(2) Es sei h ∈ Q[X] mit f · h = g. Nach (1) existieren Zerlegungen f = λff
′ und h = λhh

′ mit
λf , λh ∈ Q>0 und f ′, h′ ∈ Z[X] primitiv und λfλh ∈ N. Da f primitiv ist, gilt λf = 1 und
damit λh ∈ N. Wir erhalten h = λhh ∈ Z[X].

□

Satz 4.3.3. Der Ring Z[X] ist faktoriell.a

aAllgemeiner lässt sich zeigen, dass für einen Integritätsbereich R der Polynomring R[X] genau dann faktoriell
ist, wenn R faktoriell ist. Wir haben uns auf Z beschränkt, da wir das allgemeinere Resultat nicht benötigen.
Der Beweis ist sehr ähnlich zum dem vorgestellten Beweis. Dabei wird Q durch den Quotientenkörper von R
ersetzt.

Beweis. Es sei 0 ̸= f ∈ Z[X] keine Einheit. Nach Satz 3.4.5(2) reicht es zu zeigen, dass f ein
Produkt von Primelementen in Z[X] ist. Dabei unterscheiden wir zwei Fälle.

(1) Gilt deg(f) = 0, so ist f ∈ Z und da Z faktoriell ist, finden wir eine Zerlegung f = p1p2 · · · pn
in Primelemente in Z. Nach Lemma 4.3.1 sind diese auch Primelement in Z[X].

(2) Es sei deg(f) ≥ 1. Da f ∈ Q[X] als euklidischer Ring faktoriell ist, finden wir eine Zerle-
gung f = f1f2 · · · fn in Primelemente in Q[X]. Anwendung von Satz 4.3.2 liefert primitive
Elemente g1, . . . , gn ∈ Z[X] und λ1, . . . , λn ∈ Q>0

fi = λigi und λ := λ1λ2 · · ·λn ∈ N.

Wie in (1) zerlegen λ = q1q2 · · · qm als Produkt von Primelementen in Z[X] und erhalten

f = λg1g2 · · · gn = q1q2 · · · qmg1g2 · · · gn.

Es sei i ∈ {1, . . . , n} und p, q ∈ Z[X] mit gi | p · q. Da gi = λ−1
i fi gilt, ist gi ∈ Q[X] ein

Primelement und es folgt o.B.d.A. gi |Q[X] p in Q[X]. Da gi auch primitiv ist, liefert Satz 4.3.2
uns gi |Z[X] p. Also ist pi ein Primelement.

Bemerkung 4.3.4. Da Z und Z[X] beide faktorielle Ringe sind, sind die Primelemente genau die
irreduziblen Elemente (siehe Satz 3.4.5).
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Korollar 4.3.5. Es sei 0 ̸= f ∈ Z[X]. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) f ∈ Z[X] ist irreduzibel.

(2) deg(f) = 0 und f ∈ Z ist irreduzibel, oder deg(f) > 0 und f ist primitiv und als Element in
Q[X] irreduzibel.

Beweis. Nach Lemma 4.3.1 müssen wir nur den Fall deg(f) ≥ 1 betrachten.
(1) ⇒ (2). Nach Beispiel (4) ist f primitiv. Wir schreiben f = pq ∈ Q[X]. Es sei λ ∈ N mit

λp ∈ Z[X] und λp primitiv. Dann gilt f = (λp)(λ−1q). Wir erhalten mit Satz 4.3.2 λ−1q ∈ Z[X],
also gilt o.B.d.A. λp ∈ Z[X]× = {−1, 1}. Das heißt p ∈ Q \ {0} ist eine Einheit. Damit ist f in Q[X]
irreduzibel.

(2) ⇒ (1). Es sei deg(f) ≥ 1 und f primitiv und irreduzibel in Q[X]. Es sei weiter f = pq ∈ Z[X].
Da f irreduzibel in Q[X] ist, gilt o.B.d.A. p ∈ Q[X]×∩Z[X] = (Q\{0})∩Z = Z\{0}. Da f primitiv
ist, folgt 1 = c(f) = c(pq) = |p|c(q). Das heißt |p| = 1 und p ∈ {−1, 1} ist eine Einheit.

Beispiel.

(1) f = 2 = 2X0 ist irreduzibel in Z[X] aber nicht in Q[X], da Q[X]× = Q \ {0}.

(2) f = 4X0 ist weder in Z[X] noch in Q[X] irreduzibel.

(3) f = X ist in Z[X] und Q[X] irreduzibel.

(4) f = 2X ist nicht in Z[X] aber in Q[X] irreduzibel.

Satz 4.3.6 (Kriterium von Eisenstein). Es sei f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ Z[X] ein primitives Polynom vom

Grad n ≥ 1. Ist p ∈ P eine Primzahl mit p|ai für 0 ≤ i ≤ n− 1 und p ∤ an sowie p2 ∤ a0. Dann ist f
irreduzibel in Z[X] und Q[X].

Beweis. Es seien g, h ∈ Z[X] mit f = gh. Wir schreiben g =
∑k

i=0 biX
i und h =

∑ℓ
i=0 ciX

i mit
bk ̸= 0 ̸= cℓ. Es gilt p | a0 = b0c0 und damit o.B.d.A. p | b0, da p ein Primelement ist. Mit p2 ∤ a0
folgt p ∤ c0. Weiter gilt p ∤ an = bkcℓ und damit p ∤ bk. Wir finden also 1 ≤ m ≤ k ≤ n minimal mit
p ∤ bm. Es gilt

am = b0cm + b1cm−1 + b2cm−2 + · · ·+ bm−1c1︸ ︷︷ ︸
wird von p geteilt

+bmc0

wobei ci := 0 für i > ℓ. Weiter gilt p ∤ bmc0, da p ein Primelement ist. Es folgt p ∤ am. Nach Voraus-
setzung folgt n = m ≤ k ≤ n. Das heißt k = deg(g) = n und deg(h) = deg(f)− deg(g) = 0. Damit
ist h ∈ Z \ {0} und 1 = c(f) = c(gh) = |h|c(g). Damit gilt h ∈ {−1, 1} und wir schließen, dass h
eine Einheit ist. Damit ist f irreduzibel in Z[X]. Die Irreduzibilität in Q[X] folgt aus Korollar 4.3.5.

Beispiel. (1) Es sei f := X3 + 3X2 + 15. Es ist f primitiv und nach Eisenstein mit p = 3 irredu-
zibel in Z[X] und Q[X].
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(2) Es ist g := 2X3 + 6X2 + 30 nicht primitiv. Insbesondere ist g nicht irreduzibel in Z[X]. Wir
zerlegen g = c(g)g0 = 2f . Nach (1) ist f irreduzibel in Q[X]. Da 2 eine Einheit in Q[X] ist, ist
2f = g auch in Q[X] irreduzibel.

(3) Das Polynom h := 1
2X

3 + 3
2X

2 + 15
2 ∈ Q[X] \ Z[X] erfüllt h = 1

2f . Nach (1) ist f irreduzibel
in Q[X]. Da 1

2 ∈ Q[X] eine Einheit ist, ist damit auch h irreduzibel.

(4) Da Polynom X2+1 ist irreduzibel in Q[X] und Z[X] (also auch primitiv in Z[X]). Das Eisen-
steinkriterium ist aber nicht anwendbar.
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5 Elementare Theorie der Körpererweiterungen

5.1 Körpererweiterungen

Definition. Sei L ein Körper. Ein Unterring K ⊆ L heißt Teilkörper, falls x−1 ∈ K für alle
x ∈ K \ {0} gilt. Dann nennt man L einen Erweiterungskörper von K und spricht von einer
Körpererweiterung L : K.

Beispiele.

(1) R : Q ist eine Körpererweiterung.

(2) C : R ist eine Körpererweiterung.

Diese beiden Erweiterungen unterscheiden sich in fundamentaler Weise: Ist allgemein L : K eine
Körpererweiterung, so erhält L durch

r.v := rv für alle r ∈ K, v ∈ L

die Struktur eines K-Vektorraums. Es gilt dimRC = 2, da (1, i) eine R-Basis von C ist.
Angenommen, dimQR < ∞. Dann gilt R ∼= Qn für ein n ∈ N und somit wäre die Menge R

abzählbar, ein Widerspruch.

Definition. Sei L ein Körper, K ⊆ L ein Teilkörper, S ⊆ L eine Teilmenge. Dann bezeichnet

K(S) :=
⋂

K∪S⊆K′⊆L Teilkörper

K ′

den kleinsten Teilkörper von L, der K ∪ S enthält. Ferner bezeichnet K[S] :=
⋂
K∪S⊆R⊆L Teilring R

den kleinsten Unterring von L, der K ∪ S enthält.

Lemma 5.1.1. Sei L : K eine Körpererweiterung, S ⊆ L eine Menge. Dann ist K(S) isomorph zum
Quotientenkörper Q(K[S]).

Beweis. Da K[S] ⊆ L ein Integritätsbereich ist, existiert der Quotientenkörper Q(K[S]). Der
Körper K(S) ist ein Unterring von L, der K ∪S enthält. Daher folgt K[S] ⊆ K(S). Für die kanoni-
sche Inklusion α : K[S] −→ K(S) gilt α(x) ∈ K(S)× für jedes x ∈ K[S] \ {0}. Damit existiert nach
Satz 3.3.3 ein Homomorphismus β : Q(K[S]) −→ K(S) mit β(x1 ) = α(x) für alle x ∈ K[S]. Da
Q(K[S]) ein Körper ist, ist β nach Satz 3.2.1 injektiv. Also ist β(Q(K[S])) ein Teilkörper von K(S),
der K ∪ S enthält. Es folgt β(Q(K[S])) = K(S) und damit ist β der gewünschte Isomorphismus.
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Definition. Sei L ein Körper mit Teilkörpern K und S = {a1, . . . , an} ⊆ L.

(1) Wir schreiben K[a1, . . . , an] := K[S] sowie K(a1, . . . , an) := K(S).

(2) Der Körper
P (L) :=

⋂
A⊆L Teilkörper

A

heißt der Primkörper von L.

Lemma 5.1.2. Sei L ein Körper. Dann gilt:

(1) Ist char(L) = p > 0, so gilt P (L) ∼= Z/(p).

(2) Ist char(L) = 0, so gilt P (L) ∼= Q.

Beweis. Wir betrachten den Ringhomomorphismus φ : Z −→ P (L) ; n 7→ n1. Dann gilt nach
Lemma 3.2.4 kerφ = (char(L)) und char(L) = 0 oder char(L) ist eine Primzahl.

(1) Ist char(L) eine Primzahl p, so ist Z/ kerφ ∼= Z/(p) nach Satz 3.2.3 ein Körper. Also ist imφ ∼=
Z/(p) ein Teilkörper von P (L) (und damit von L) und wir erhalten imφ = P (L).

(2) Gilt char(L) = 0, so liefert Korollar 3.3.4 einen injektiven Homomorphismus Q −→ P (L)
und damit wie im ersten Teil Q ∼= P (L).

5.2 Endliche Körpererweiterungen

Definition. Sei L : K eine Körpererweiterung. Dann heißt [L : K] := dimK L der Grad der
Erweiterung L : K. Die Körpererweiterung L : K heißt endlich, falls [L : K] <∞.

Satz 5.2.1 (Turmformel). Sei L : K eine Körpererweiterung.

(1) Ist V ein L-Vektorraum mit Basis (vj)j∈J und ist (ai)i∈I eine Basis von L über K, so ist
(aivj)(i,j)∈I×J eine Basis des K-Vektorraums V und es gilt

dimK V = dimL V [L : K].

(2) Ist L′ : L eine Körpererweiterung, so gilt [L′ : K] = [L′ : L][L : K].

Beweis.
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(1) Sei v ∈ V . Da (vj)j∈J eine Basis von V über L ist, gibt es (xj)j∈J , xj ∈ L und xj = 0 für
alle bis auf endlich viele j ∈ J mit v =

∑
j∈J xjvj . Ebenso schreiben wir xj =

∑
i∈I λijai mit

λij ∈ K. Damit folgt also

v =
∑
j∈J

∑
i∈I

λijaivj ∈ ⟨{aivj | (i, j) ∈ I × J}⟩.

Es seien nun γij ∈ K mit γij = 0 für alle bis auf endlich viele (i, j) ∈ I × J gegeben derart,
dass

0 =
∑
(i,j)

γijaivj .

Dann gilt also
0 =

∑
j∈J

(
∑
i∈I

γijai)vj .

Da die vj linear unabhängig sind, folgt∑
i∈I

γijai = 0 ∀ j ∈ J.

Die lineare Unabhängigkeit der ai liefert dann γij = 0 für alle (i, j) ∈ I × J .

Damit ist (aivj)(i,j)∈I×J eine Basis von V über K und es gilt

dimK V = |I × J | = |I||J | = [L : K] dimL V.

(2) Aus (1) folgt [L′ : K] = dimL L
′[L : K] = [L′ : L][L : K].

□

Definition. Sei L : K eine Körpererweiterung und a ∈ L. Es heißt a algebraisch über K, falls es
ein Polynom f ∈ K[X] \ {0} mit f(a) = 0 gibt. Andernfalls heißt a ∈ L transzendent über K.

Beispiele. Wir betrachten die Körpererweiterung R : Q.

(1) Die irrationale Zahl
√
2 ist als Nullstelle des Polynoms X2 − 2 ∈ Q[X] algebraisch über Q.

(2) Ein berühmter Satz von Lindemann-Weierstrass besagt, dass π ∈ R transzendent über Q ist.

(3) Das Element α :=
√
2 +

√
3 ∈ R ist auch algebraisch über Q. Um ein entsprechendes Poly-

nom zu finden, berechnen wir zunächst α2 = 2 +
√
3 und dann α4 = 7 + 4

√
3. Damit gilt

α4 − 4α = −1. Damit erfüllt f := X4 − 4X2 + 1 ∈ Q[X] die Gleichung f(α) = 0.

Definition. Sei L : K eine Körpererweiterung und a ∈ L algebraisch über K ist. Dann existiert
ein Polynom µa ∈ K[X] \ {0} mit folgenden Eigenschaften.

(a) µa(a) = 0,
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(b) deg(µa) ≤ deg(f) für alle f ∈ K[X] \ {0} mit f(a) = 0,

(c) µa ist normiert.

Das Polynom µa ∈ K[X] ist eindeutig bestimmt und heißt das Minimalpolynom von a.

Lemma 5.2.2. Sei L : K eine Körpererweiterung sowie a ∈ L algebraisch über K. Dann ist µa
irreduzibel, {1, a, . . . , adeg(µa)−1} ist eine Basis des K-Vektorraums K[a] und es gilt K[a] = K(a).
Insbesondere gilt also [K(a) : K] = deg(µa).

Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus eva : K[X] −→ K(a) ; f 7→ f(a). Dann gilt
im eva = K[a]. Da K[X] nach Korollar 4.2.3 ein Hauptidealring ist und a ∈ L algebraisch über K
ist, gibt es fa ∈ K[X] \ {0} mit ker eva = (fa). Wegen µa ∈ ker eva existiert ein 0 ̸= g ∈ K[X] mit
µa = gfa. Damit folgt deg(µa) = deg(g) + deg(fa) ≥ deg(fa) und da µa ∈ ker eva nach Definition
minimalen Grad hat, erhalten wir deg(µa) = deg(fa) und somit deg(g) = 0. Also folgt ker eva =
(fa) = (µa).

Die Homomorphiesätze liefern nun einen Isomorphismus K[X]/(µa) ∼= K[a] ⊆ K(a). Damit ist
K[X]/(µa) ein Integritätsbereich und (µa) ̸= {0} ein Primideal. Insbesondere ist µa also irreduzi-
bel. Weiter liefert uns Satz 3.4.5, dass K[X]/(µa) ein Körper ist. Das heißt K[a] = K(a).
Direktes Nachrechnen zeigt das {1, a, . . . , adeg(µa)−1} eine Basis des K-Vektorraums K[a] ist und
damit [K(a) : K] = deg(µa).

Satz 5.2.3. Sei L : K eine Körpererweiterung, a ∈ L ein Element. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(1) Das Element a ∈ L ist algebraisch über K.

(2) K(a) = K[a].

(3) Die Körpererweiterung K(a) : K ist endlich.

Beweis. (1) ⇒ (2). Dies wurde in Lemma 5.2.2 gezeigt.
(2) ⇒ (3). Für a = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun a ̸= 0. Dann liefert (2) uns a−1 ∈ K[a], also existiert
f ∈ K[X] \ {0} mit a−1 = f(a). Damit ist a Nullstelle des Polynoms g := Xf − 1 ∈ K[X] \ {0}.
Wir wenden Lemma 5.2.2 an.
(3) ⇒ (1). Da dimK K(a) < ∞ gilt, gibt es ein n ∈ N derart, dass {1, a, a2, . . . , an} linear abhängig
ist. Also existiert (r0, . . . , rn) ∈ Kn+1 \ {0} mit

n∑
i=0

ria
i = 0.

Es ist daher f :=
∑n

i=0 riX
i ∈ K[X] \ {0} ein Polynom mit f(a) = 0.

Beispiel. Wir betrachten
√
d ∈ R für ein d ∈ N sowie fd := X2 − d ∈ Q[X]. Wegen fd(

√
d) = 0 ist√

d algebraisch über Q. Es folgt mit Lemma 5.2.2: 1 ≤ [Q(
√
d) : Q] = deg(µd) ≤ deg(fd) = 2. Es

folgt [Q(
√
d) : Q] = 2 genau dann, wenn d keine Quadratzahl ist.
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5.3 Algebraische Körpererweiterungen

Definition. Eine KörpererweiterungL : K heißt algebraisch, falls jedes Element a ∈ L algebraisch
über K ist.

Beispiele. (1) Sei L : K eine endliche Körpererweiterung. Für a ∈ L gilt [K(a) : K] ≤ [L : K]
und Satz 5.2.3 zeigt, dass a algebraisch über K ist. Also ist L : K algebraisch.

(2) Die Erweiterung R : Q ist nicht algebraisch, da π nicht algebraisch über Q ist. Man kann dies
aber auch ohne den Satz von Lindemann einsehen.

Satz 5.3.1. Sei L : K eine Körpererweiterung.

(1) Gilt L = K(a1, . . . , an), so ist L : K algebraisch genau dann, wenn L : K endlich ist.

(2) Sei K ⊆ K ′ ⊆ L ein Zwischenkörper. Folgende Aussagen sind äquivalent.

(a) Die Erweiterungen L : K ′ und K ′ : K sind algebraisch.

(b) Die Erweiterung L : K ist algebraisch.

(3) Die Menge
L̂ := {x ∈ L | x ist algebraisch über K}

ist ein Zwischenkörper von L : K und heißt algebraischer Abschluss von K in L.

Beweis.

(1) Für i ∈ {1, . . . , n} ist ai algebraisch überK und damit auch über dem KörperK(a1, . . . , ai−1).
WegenK(a1, . . . ai) = K(a1, . . . ai−1)(ai) folgt aus Satz 5.2.3 damit die Endlichkeit der Erwei-
terung K(a1, . . . , ai) : K(a1, . . . , ai−1) für 1 ≤ i ≤ n. Nun liefert Satz 5.2.1

[L : K] =
n∏
i=1

[K(a1, . . . , ai) : K(a1, . . . , ai−1)] <∞.

Da endliche Erweiterungen stets algebraisch sind, folgt die Behauptung.

(2) Es seien L : K ′, K ′ : K algebraisch und a ∈ L. Dann existiert f ∈ K ′[X] \ {0} mit f(a) = 0.
Wir schreiben f =

∑n
i=0 riX

i. Dann ist a algebraisch über K(r0, . . . , rn) ⊆ K ′. Nach (1)
ist die Erweiterung K(r0, . . . , rn) : K endlich. Damit ist nach Satz 5.2.1 und Satz 5.2.3 die
Erweiterung K(r0, . . . , rn, a) : K ebenfalls endlich und a ist algebraisch über K.
Sei nun L : K algebraisch. Dann folgt unmittelbar, dass L : K ′ und K ′ : K algebraisch sind.

(3) Seien x, y ∈ L̂. Dann ist y algebraisch über K(x). Nach Satz 5.2.3 folgt [K(x, y) : K(x)] < ∞
und [K(x) : K] < ∞. Also liefert Satz 5.2.1, dass K(x, y) : K eine endliche Erweiterung ist.
Wegen x+y, xy, x−1 ∈ K(x, y) folgt mit Satz 5.2.3, dass diese Elemente zu L̂ gehören. Damit
ist L̂ ein Teilkörper von L, der zudem K enthält.
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Satz 5.3.2 (Kronecker Konstruktion). Sei K ein Körper und f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ K[X] ein irredu-

zibles Polynom vom Grad n ∈ N. Dann existiert ein Körper K ⊆ L in dem f eine Nullstelle besitzt
mit [L : K] = deg(f).

Beweis. Wir betrachten dazu den Ring L := K[X]/(f). Da f ein Primelement ist, ist (f) ein Prim-
ideal von K[X] und L nach Satz 3.4.5 und Satz 3.2.3 ein Körper. Wir betrachten den injektiven
Homomorphismus von Ringen

π : K −→ K[X]/(f) ; α 7→ α+ (f)

und fassenK ∼= imπ als Unterkörper vonK[X]/(f) auf.1 Dann ist α := X+(f) ∈ L eine Nullstelle
des Polynoms f̄ =

∑n
i=0 π(ai)T

i ∈ L[T ], da

f̄(α) =

n∑
i=0

π(ai)α
i =

n∑
i=0

aiX
i + (f) = f + (f) = 0L.

Es sei nun g + (f) ∈ L[T ]. Da f ̸= 0 gilt, finden wir eine Darstellung g = qf + r mit q, r ∈ K[X]
und r = 0 oder 0 ≤ r < deg(f). Wir schreiben r =

∑n−1
i=0 biX

i mit b0, . . . , bn−1 ∈ K und erhalten

g + (f) = qf + r + (f) = r + (f) =
n−1∑
i=0

biX
i + (f).

Damit ist {1L, X + (f), . . . , Xn−1 + (f)} ein K-Erzeugendensystem von L. Sind c0, . . . , cn−1 ∈ K
mit

0L =

n−1∑
i=0

ci(X
i + (f)) = (

n−1∑
i=0

ciX
i) + (f),

dann ist h :=
∑n−1

i=0 ciX
i ∈ (f) und damit ein Vielfaches von f . Mit deg(f) > deg(h) folgt h = 0.

Also ist {1L, X + (f), . . . , Xn−1 + (f)} eine K-Basis von L und [L : K] = n = deg(f).

Beispiel. Das Polynom X2 + 1 ∈ R[X] ist irreduzibel. Die Konstruktion liefert den Körper L :=
R[X]/(X2+1) mit R-Basis {1L, X+(X2+1)}. Das ElementX+(X2+1) ∈ L erfüllt (X+(X2+1))2 =
X2+(X2+1) = −1+ (X2+1) = −1L, da X2+1 ∈ (X2+1). Damit liefert die Konstruktion einen
Körper in dem eine Wurzel aus −1 existiert.

1Wir wollen uns hier einmalig klarmachen, dass obige Identifikation von K mit π(K) und f mit f̄ keine Ein-
schränkung ist. Zunächst wählen wir eine Menge K ⊆ A zusammen mit einer Bijektion φ : A −→ L, sodass φ|K = π
gilt. Nun definieren wir auf A zwei Operationen +, · : A×A −→ A durch

a+ b := φ−1(φ(a) + φ(b)) und a · b := φ−1(φ(a)φ(b)).

Auf diese Weise erhält (A,+, ·) die Struktur eines Körpers. Weiter ist

f(φ−1(α)) =

n∑
i=0

aiφ
−1(α)i =

n∑
i=0

aiφ
−1(αi) =

n∑
i=0

φ−1(φ(ai)α
i)

= φ−1(

n∑
i=0

φ(ai)α
i) = φ−1(f̄(α)) = φ−1(0L) = φ−1(0π(K)) = 0K = 0A.
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Definition. Es sei σ : K −→ K ′ ein Körperisomorphismus.

(1) Wir bezeichnen mit σ∗ : K[X] −→ K ′[X] den eindeutig bestimmten Isomorphismus von
Ringen (vgl. Satz 4.1.1) gegeben durch σ∗|K = σ und σ∗(X) = X .

(2) Sind L : K,L′ : K ′ Körpererweiterungen, so heißt ein Isomorphismus von Körpern φ : L −→
L′ heißt Fortsetzung von σ, falls φ|K = σ gilt.

Lemma 5.3.3 (Fortsetzungslemma). Es seien L : K,L′ : K ′ Körpererweiterungen und σ : K −→
K ′ ein Isomorphismus von Körpern. Weiter sei a ∈ L algebraisch über K mit Minimalpolynom µa
und a′ ∈ L′ eine Nullstelle von σ∗(µa) ∈ K ′[X]. Dann existiert genau eine Fortsetzungφ : K(a) −→
K ′(a′) von σ mit φ(a) = a′. Wir sind also in folgender Situation:

L L′

K(a)
∃!φ
//

?�

OO

K ′(a′)
?�

OO

K
σ //

?�

OO

K ′.
?�

OO

Beweis. Wir nehmen an, dass ψ : K(a) −→ K ′(a′) eine Fortsetzung von σ mit ψ(a) = a′ ist. Es
sei x ∈ K(a) = K[a] (siehe Satz 5.2.3), dann existiert f ∈ K[X] mit f =

∑n
i=0 λiX

i und f(a) = x.
Notwendigerweise gilt

ψ(x) = ψ(f(a)) = ψ(

n∑
i=0

λia
i) =

n∑
i=0

σ(λi)(a
′)i = σ∗(f)(a′).

Wir definieren daher
φ : K(a) −→ K ′(a′) ; f(a) 7→ σ∗(f)(a′).

Dies ist wohldefiniert: Gilt f(a) = g(a), so ist f − g ∈ ker eva = (µa) und f − g = pµa mit p ∈
K[X]. Wir erhalten σ∗(f)(a′)− σ∗(g)(a′) = σ∗(f − g)(a′) = σ∗(pµa)(a

′) = σ∗(p)(a′)σ∗(µa)(a
′) = 0.

Direktes Nachrechnen zeigt, dass φ ein Homomorphismus von Ringen ist. Die Umkehrabbildung
ist gegeben durch

φ−1 : K ′(a′) −→ K(a) ; h(a′) 7→ (σ−1)∗(h)(a)2.

2Es ist a′ nach Voraussetzung algebraisch. Weiter ist µa′ = σ∗(µa), da σ∗(µa) normiert und irreduzibel ist und a ist
eine Nullstelle von µa = (σ−1)∗(σ∗(µa)) = (σ−1)∗(µa′).
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5.4 Zerfällungskörper

Definition. Sei K ein Körper, f ∈ K[X] \ K ein Polynom vom Grad m ≥ 1. Ein Körper L ⊇ K
heißt Zerfällungskörper von f über K, falls es Elemente a1, . . . , am ∈ L und c ∈ K \ {0} derart
gibt, dass

(1) f = c
∏m
i=1(X − ai), das heißt, f zerfällt über L in Linearfaktoren, und

(2) L = K(a1, . . . , am).

Satz 5.4.1. Es sei K ein Körper, f ∈ K[X] \K ein Polynom mit n := deg(f).

(1) Es existiert ein Zerfällungskörper K von f mit [K : K] ≤ n!.

(2) Ist σ : K −→ K ′ ein Körperisomorphismus, sowie L und L′ Zerfällungskörper von f bzw.
σ∗(f). Dann existiert eine Fortsetzung φ : L −→ L′ von σ.

(3) SindK,K ′ Zerfällungskörper von f , so existiert ein Isomorphismus von Körpern φ : K −→ K
′

mit φ|K = idK .

Beweis.

(1) Wir beweisen die Existenz über Induktion nach n ∈ N. Ist n = 1, so istK ein Zerfällungskörper
von f vom Grad [K : K] = 1 = 1!. Es sei nun n > 1. Da K[X] faktoriell ist, existiert ein Prim-
teiler p von f . Die Kronecker Konstruktion liefert nun eine Körpererweiterung L : K mit
[L : K] = deg(p) ≤ n, sodass p mindestens eine Nullstelle in L besitzt. Diese sei mit an be-
zeichnet. Wir erhalten in L[X] die Zerlegung f = (X−an)g mit deg(g) = deg(f)−1. Nach In-
duktionsvoraussetzung existiert ein Zerfällungskörper L′ von g über L vom Grad [L′ : L] ≤
(n − 1)!. Das heißt es existiert c ∈ L \ {0} und a1, . . . , an−1 ∈ L′ mit g = c

∏n−1
i=1 (X − ai). In

L′[X] gilt also f = c
∏n
i=1(X−ai). Damit istK := K(a1, . . . , an) ⊆ L′ ein Erweiterungskörper

von K und [K : K] ≤ [L′ : K] = [L′ : L] · [L : K] ≤ (n− 1)! · n = n!.

(2) Wir beweisen die Existenz von φ nach Induktion über [L : K], wobei der Fall [L : K] = 1 klar
ist. Es sei nun [L : K] > 1. Wie in (1) finden wir einen irreduziblen und normierten Faktor
p von f und q ∈ K[X] mit f = pq mit deg(p) ≥ 2. Da f in L[X] in Linearfaktoren zerfällt,
finden wir a ∈ L mit p(a) = 0. Es gilt σ∗(f) = σ∗(p)σ∗(q). Damit besitzt σ∗(p) mindestens
eine Nullstelle a′ ∈ L′. Weiter ist p = µa. Nach Lemma 5.3.3 finden wir eine Fortsetzung
φ : K(a) −→ K ′(a′) von σ : K −→ K ′. Es gilt K(a) ̸= K und damit gilt [L : K(a)] < [L : K]
nach der Turmformel. Es sind L und L′ Zerfällungskörper von f über K(a) bzw. K ′(a′).
Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Fortsetzung ψ : L −→ L′ von φ. Damit ist ψ
eine Fortsetzung von σ.

(3) Dies folgt direkt aus (2) nach Anwendung auf σ = idK : K −→ K.
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5.5 Normale Erweiterungen

Definition. Eine endliche Körpererweiterung L : K heißt normal, falls L der Zerfällungskörper
für ein Polynom f ∈ K[X] \K ist.

Bemerkung 5.5.1.

(1) Man muss in der Definition nicht fordern, dass L : K endlich ist. Dies folgt schon aus
Satz 5.3.1 (siehe auch Satz 5.4.1.

(2) Es seiL der Zerfällungskörper von f ∈ K[X]\K überK. IstK ⊆ Q ⊆ L ein Zwischenkörper,
dann ist auch L Zerfällungskörper von f aufgefasst als Polynom in Q[X]. Das heißt L : K
normal ⇒ L : Q normal.

Satz 5.5.2. Es sei L : K eine endliche Erweiterung. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) Die Erweiterung L : K ist normal.

(2) Jedes irreduzible Polynom p ∈ K[X]\K, das inL eine Nullstelle besitzt, zerfällt inL vollständig
in Linearfaktoren.

Beweis. (1) ⇒ (2). Es sei L der Zerfällungskörper von f ∈ K[X] \K. Es sei p ∈ K[X] irreduzibel
und a ∈ L mit p(a) = 0. Wir nehmen o.B.d.A. an, dass p normiert ist. Damit gilt p = µa. Es sei
L ⊆ M ein Zerfällungskörper von p (aufgefasst als Element in L[X]). Weiter sei b ∈ M eine Null-
stelle. Nach Lemma 5.3.3 existiert ein K-linear Isomorphismus von Körpern φ : K(a) −→ K(b)
mit φ(a) = b. Es ist L ein Zerfällungskörper von f überK(a) und L(b) ⊆M ein Zerfällungskörper
von f über K(b). Da φ K-linear ist, gilt φ∗(f) = f . Nach Satz 5.4.1 existiert eine Fortsetzung
ψ : L −→ L(b) von φ. Insbesondere ist ψ K-linear und damit gilt dimK L = dimK L(b). Mit
L ⊆ L(b) folgt L = L(b), also b ∈ L. Das folgende Diagramm veranschaulicht die Situation.

M M

L
?�

OO

ψ
// L(b)
?�

OO

K(a)
φ
//

?�

OO

K(b)
?�

OO

K
idK //

?�

OO

K.
?�

OO

(2) ⇒ (1). Da L : K endlich ist, finden wir a1, . . . , an ∈ K mit L = K(a1, . . . , an). Es sei f :=
µa1µa2 · · ·µan das Produkt der Minimalpolynome der ai. Nach Voraussetzung, zerfällt jedes µai
über L in Linearfaktoren und damit auch f . Weiter gilt

L = K(a1, . . . , an) ⊆ K(ZL(f)) = K(
n⋃
i=1

ZL(µai)) ⊆ L.
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Das heißt L = K(ZL(f)) und damit ist L Zerfällungskörper von f über K.

Beispiel. Wir betrachten die Erweiterung Q( 4
√
2) : Q, p := X4 − 2 ∈ Q[X] und α := 4

√
2. Es gilt

p(α) = 0. Mit dem Kriterium von Eisenstein zeigt man, dass p := X4 − 2 ∈ Q[X] irreduzibel ist.
Weiter gilt Q( 4

√
2) ⊆ R. Es ist 4

√
2 · i ∈ C \ R auch eine Nullstelle von p. Damit ist die Erweiterung

nicht normal.

Korollar 5.5.3. Sei L : K eine normale Körpererweiterung sowie a, b ∈ L. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(1) Es gibt einen Automorphismus σ : L −→ L mit σ|K = idK derart, dass σ(a) = b gilt.

(2) µa = µb.

Beweis. (1) ⇒ (2). Es gilt 0 = σ(µa(a)) = σ∗(µa)(b) = µa(b). Damit folgt µa = µb.
(2) ⇒ (1). Siehe Beweis von Satz 5.5.2.

5.6 Lineare Unabhängigkeit von Körperhomomorphismen

Sei A eine Menge und K ein Körper. Dann erhält die Menge Abb(A,K) der Abbildungen von A
nach K die Struktur eines K-Vektorraums durch

(φ+ ψ)(a) := φ(a) + ψ(a) ; (λφ)(a) := λφ(a) für alle φ,ψ ∈ Abb(A,K), a ∈ A, λ ∈ K.

Satz 5.6.1. Es seien K ′,K Körper sowie σ1, . . . , σn : K ′ −→ K paarweise verschiedene Homomor-
phismen von Körpern. Dann ist {σ1, . . . , σn} ⊆ Abb(K ′,K) linear unabhängig über K.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung über Induktion nach n, wobei der Fall n = 1 klar ist. Es sei
daher n ≥ 2 und α1, . . . , αn ∈ K mit

∑n
i=1 αiσi = 0Abb(K′,K). Für g, h ∈ K ′ gilt

0K = σn(g)
n∑
i=1

αiσi(h)︸ ︷︷ ︸
=0K

−
n∑
i=1

αiσi(gh)︸ ︷︷ ︸
=0K

=

n−1∑
i=1

αi(σn(g)− σi(g))︸ ︷︷ ︸
∈K

σi(h).

Damit folgt
∑n−1

i=1 αi(σn(g) − σi(g))σi = 0Abb(K′,K) für jedes g ∈ G und die Induktionsannahme
liefert

αi(σn(g)− σi(g)) = 0K für 1 ≤ i ≤ n− 1, g ∈ G.

Da die Elemente σ1, . . . , σn paarweise verschieden sind, finden wir für jedes i ∈ {1, . . . , n− 1} ein
g mit σi(g) ̸= σn(g) und damit αi = 0. Insgesamt folgt 0K = αnσn und damit auch αn = 0K .

73



Definition. Sei L : K eine endliche Körpererweiterung. Wir definieren

Aut(L : K) := {φ : L −→ L | φ ist Ringautomorphismus mit φ|K = idK}3.

und bemerken, dass Aut(L : K) eine Untergruppe von Aut(L) ist. Die Gruppe Aut(L : K) heißt
Galoisgruppe der Erweiterung L : K. Nach Definition sind die Elemente in Aut(L : K)K-linear.

Beispiel. Wir betrachten die Körpererweiterung C : R. Wir wollen untersuchen, welche R-linearen
Körperisomorphismen C −→ C existieren. Neben der Identität idC kennen wir noch die Komplexe
Konjugation · : C −→ C ; z 7→ z, da r = r für r ∈ R.

Korollar 5.6.2. Es seien Q : K und L : K endliche Körpererweiterungen.

(1) Es gilt
|{φ : Q −→ L | φ ist Homomorphismus mit φ|K = idK}| ≤ [Q : K].

(2) Es gilt |Aut(L : K)| ≤ [L : K].

Beweis.

(1) Die Menge der K-linearen Abbildungen HomK(Q,L) bildet einen L-Untervektorraum des
Vektorraums Abb(Q,L), da

(αφ)(βa) = αφ(βa) = αβφ(a) = β(αφ)(a)

für alle α ∈ L, β ∈ K, a ∈ Q und φ ∈ HomK(Q,L) gilt. Nun liefert Satz 5.2.1

dimLHomK(Q,L) =
dimK HomK(Q,L)

[L : K]
=

[L : K][Q : K]

[L : K]
= [Q : K].

Wir schließen mit {φ : Q −→ L | φ ist Homomorphismus mit φ|K = idK} ⊆ HomK(Q,L)
und Satz 5.6.1

|{φ : Q −→ L | φ ist Homomorphismus mit φ|K = idK}| ≤ [Q : K].

(2) Dies folgt aus (1) für Q = L.

3Ein Isomorphismus φ : R −→ R eines Rings R heißt Automorphismus.
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6 Galoistheorie

6.1 Galoiserweiterungen

Definition. (1) Sei L ein Körper und G ⊆ Aut(L) eine Gruppe. Der Teilkörper von L

LG := {a ∈ L | ∀ σ ∈ G : σ(a) = a}

heißt Fixkörper von G.

(2) Eine endliche Erweiterung L : K heißt Galoiserweiterung, falls LAut(L:K) = K gilt.

Bemerkung 6.1.1. Es gilt stets LAut(L:K) ⊇ K. Weiter ist Aut(L : K) ⊆ Aut(L) nach Korollar 5.6.2
eine endliche Untergruppe von Aut(L) = {φ : L −→ L | φ Automorphismus des Rings L}.

Beispiele. (1) Nach Korollar 5.6.2 gilt |Aut(C : R)| ≤ 2 und damit Aut(C : R) = {idC, ·}. Mit
i ̸∈ CAut(C:R) folgt R = CAut(C:R). Mithin ist C : R eine Galoiserweiterung.

(2) Wir betrachten die Erweiterung Q( 4
√
2) : Q. Nach Eisenstein ist f := X4−2 ∈ Q[X] irreduzi-

bel mit f( 4
√
2) = 0. Das heißt [Q( 4

√
2) : Q] = 4 und f = µ 4√2. Es sei φ ∈ Aut(Q( 4

√
2) : Q), dann

gilt φ( 4
√
2) ∈ ZC(f) = {ik 4

√
2 | k ∈ {0, 1, 2, 3}}. Mit Q( 4

√
2) ⊆ R folgt φ( 4

√
2) ∈ { 4

√
2,− 4

√
2}

und damit φ(
√
2) =

√
2. Also ist Q ⊊ Q(

√
2) ⊆ Q( 4

√
2)Aut(Q( 4√2):Q) ⊆ Q( 4

√
2). Damit ist

Q( 4
√
2) : Q keine Galoiserweiterung.

Satz 6.1.2. Es sei L ein Körper und G ⊆ Aut(L) eine endliche Untergruppe. Es gelten die folgenden
Aussagen.

(1) Die Erweiterung L : LG ist endlich, Aut(L : LG) = G und [L : LG] = |G|.

(2) L : LG ist eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Aut(L : LG) = G.

(3) L : LG ist normal.

Beweis.

(1) Wir setzen n := |G| und schreiben G = {φ1, . . . , φn}. Weiter definieren wir

TrG : L −→ L ; y 7→
n∑
i=1

φi(y)

und bemerken TrG(y) ∈ LG für alle y ∈ L. Weiter gilt TrG ̸= 0 nach Satz 5.6.1. Es seien
y1, . . . , yn+1 ∈ L. Wir zeigen {y1, . . . , yn+1} ist linear abhängig über LG. Dazu betrachten wir
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das lineare Gleichungssystem Ax = 0 gegeben durch die Matrix A = (aij) ∈ Matn×(n+1)(L)
mit Einträgen

aij := φ−1
i (yj)

für alle i ∈ {1, . . . , n} und j ∈ {1, . . . , n + 1}. Das Gleichungssystem besitzt eine nicht-
triviale Lösung, etwa t = (t1, . . . , tn+1) ∈ Ln+1 und wir nehmen ohne Beschränkung t1 ̸= 0
an, da wir ansonsten die φi umsortieren können. Nun fixieren wir y ∈ L mit TrG(y) ̸= 0
und bemerken, dass auch z := yt−1

1 t = (y, yt−1
1 t2, . . . , yt

−1
1 tn+1) ∈ Ln+1 eine nicht-triviale

Lösung des Gleichungssystem ist. Zeilenweise Auswertung des Gleichungssystems Az = 0
ergibt

φ−1
i (y1)(y) +

n+1∑
j=2

φ−1
i (yj)(yt

−1
1 tj) = 0

für alle i ∈ {1, . . . , n} und Anwendung von φi liefert

y1φi(y) +
n+1∑
j=2

yjφi(yt
−1
1 tj) = 0.

Wir erhalten

0 =

n∑
i=1

y1φi(y) +

n∑
i=1

n+1∑
j=2

yjφi(yt
−1
1 tj) = TrG(y)︸ ︷︷ ︸

∈LG

y1 +

n+1∑
j=2

TrG(yt
−1
1 tj)︸ ︷︷ ︸

∈LG

yj .

Es gilt TrG(y) ̸= 0 und damit ist {y1, . . . , yn+1} linear abhängig überLG. Dies zeigt [L : LG] ≤
|G|. Weiter folgt mit Korollar 5.6.2 |Aut(L : LG)| ≤ [L : LG] ≤ |G|.
Per Definition gilt G ⊆ Aut(L : LG). Das heißt G = Aut(L : LG) und [L : LG] = |G|.

(2) Es gilt nach (1) LAut(L:LG) = LG.

(3) Sei a ∈ L. Dann ist G.a := {φ(a) | φ ∈ G} eine endliche Menge. Für ψ ∈ G ist G −→
G ; φ 7→ ψ ◦ φ eine Permutation. Insbesondere ist G.a −→ G.a ; b 7→ ψ(b) eine Permutation.
Wir betrachten das Polynom fa :=

∏
b∈G.a(X − b) ∈ L[X]. Per Definition zerfällt fa über

L Linearfaktoren Für ψ ∈ G sei ψ∗ ∈ Aut(L[X]) der induzierte Automorphismus. Dann
erhalten wir

ψ∗(fa) =
∏
b∈G.a

(X − ψ(b)) =
∏
b∈G.a

(X − b) = fa.

Mithin folgt fa ∈ LG[X] und wegen fa(a) = 0 ist a algebraisch über LG. Da LG : L nach
(1) endlich ist, existieren b1, . . . , bm mit L = LG(b1, . . . , bn). Wir definieren f :=

∏n
i=1 fbi . Mit

b1, . . . , bm ∈ ZL(f) folgt L = LG(ZL(f)) und f zerfällt über L in Linearfaktoren. Also ist
L : LG normal.

□

Satz 6.1.3. Es sei L : K eine endliche Körpererweiterung.

(1) Folgende Aussagen sind äquivalent.

(i) L : K ist eine Galoiserweiterung.
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(ii) |Aut(L : K)| = [L : K].

(2) Ist L : K eine Galoiserweiterung, so ist L : K normal.

Beweis.

(1) (i) ⇒ (ii). Nach Satz 6.1.2 gilt [L : K] = [L : LAut(L:K)] = |Aut(L : K)|.
(ii) ⇒ (i). Nach Satz 6.1.2 gilt [L : K] = |Aut(L : K)| = [L : LAut(L:K)]. Mit K ⊆ LAut(L:K)

und der Turmformel folgt die Behauptung.

(2) Folgt direkt aus Satz 6.1.2 angewandt auf die endliche Gruppe Aut(L : K).

Korollar 6.1.4. Ist L : K eine Galoiserweiterung und K ⊆ Q ⊆ L ein Zwischenkörper.

(1) L : Q ist eine Galoiserweiterung.

(2) Es gilt |{φ : Q −→ L | φ ist Homomorphismus mit φ|K = idK}| = [Q : K].

Beweis. Wir betrachten die endliche Gruppe G := Aut(L : K) und operieren auf der Menge

X := {φ : Q −→ L | φ ist Homomorphismus mit φ|K = idK}

durch
G×X −→ X ; (φ,ψ) 7→ φ.ψ := φ ◦ ψ.

Es sei x : Q −→ L die kanonische Inklusion. Es gilt für φ ∈ G nach Definition

φ ∈ Gx ⇔ φ ◦ x = x⇔ φ(q) = φ(x(q)) = x(q) = q für alle q ∈ Q⇔ φ ∈ Aut(L : Q).

Nach Korollar 5.6.2 ist X eine endliche Menge mit |X| ≤ [Q : K] und |Aut(L : Q)| ≤ [L : Q]. Wir
erhalten mit der Bahnformel, Satz 6.1.3 und der Turmformel

[L : K] = |G| = |Gx| · |G.x| ≤ |Aut(L : Q)| · |X| ≤ [L : Q] · [Q : K] = [L : K].

Damit gilt bereits [L : Q] = |Aut(L : Q)| und |X| = [Q : K]. Insbesondere gilt (2) und Anwendung
von Satz 6.1.3 zeigt, dass L : Q eine Galoiserweiterung ist.

Definition. Ist L : K eine Körpererweiterung, so definieren wir die Mengen

Z := {Q | K ⊆ Q ⊆ L Zwischenkörper} U := {H | H ⊆ Aut(L : K) Untergruppe},

sowie Abbildungen

γ :

{
Z −→ U

Q 7→ Aut(L : Q)
und δ :

{
U −→ Z

H 7→ LH .
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Lemma 6.1.5. Es sei L : K eine Körperweiterung. Es gelten die folgenden Aussagen.

(1) Für Q ∈ Z gilt Q ⊆ LAut(L:Q) = (δ ◦ γ)(Q).

(2) Für H ∈ U gilt H ⊆ Aut(L : LH) = (γ ◦ δ)(H).

(3) Für Q1, Q2 ∈ Z mit Q1 ⊆ Q2 gilt γ(Q2) ⊆ γ(Q1).

(4) Für H1, H2 ∈ U mit H1 ⊆ H2 gilt δ(H2) ⊆ δ(H1).

Beweis. Übung.

Satz 6.1.6 (Hauptsatz der Galoistheoriea). Es sei L : K eine Galoiserweiterung.

(1) Es gelten δ ◦ γ = idZ und γ ◦ δ = idU.

(2) Ist Q ∈ Z, so gilt [Q : K] = [L:K]
[L:Q] =

|Aut(L:K)|
|Aut(L:Q)| .

(3) Ist Q in Z mit σ(Q) = Q für alle Q ∈ Aut(L : K), so ist Q : K eine Galoiserweiterung.
aDer Hauptsatz umfasst weitere Aussagen, die wir nicht diskutieren.

Beweis. Da L : K eine endliche Erweiterung ist, ist Aut(L : K) nach Korollar 5.6.2 eine endliche
Gruppe.

(1) Sei H ∈ U. Satz 6.1.2 impliziert

(γ ◦ δ)(H) = γ(LH) = Aut(L : LH) = H.

Sei Q ∈ Z. Nach Korollar 6.1.4 ist L : Q eine Galoiserweiterung und damit gilt

(δ ◦ γ)(Q) = δ(Aut(L : Q)) = LAut(L:Q) = Q.

(2) Da L : K und L : Q Galoiserweiterungen sind, folgt die Behauptung direkt aus der Turm-
formel und Satz 6.1.3.

(3) Nach Voraussetzung können wir σ|Q als Elemente von Aut(Q : K) auffassen und erhalten
einen Homomorphismus von Gruppen

φ : Aut(L : K) −→ Aut(Q : K) ; σ −→ σ|Q.

Es gilt kerφ = Aut(L : Q). Da L : Q eine Galoiserweiterung ist, erhalten wird mit (2), dem
Homomorphiesatz und Korollar 5.6.2

[Q : K] =
|Aut(L : K)|
|Aut(L : Q)|

=
|Aut(L : K)|

| kerφ|
= |Aut(L : K)/ kerφ|

= | imφ| ≤ |Aut(Q : K)| ≤ [Q : K].

Also folgt [Q : K] = |Aut(Q : K)| und Q : K ist nach Satz 6.1.3 eine Galoiserweiterung.
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6.2 Charakterisierung von Galoiserweiterungen in Charakteristik 0

Im Folgenden sei L : K stets eine endliche Körpererweiterung mit char(K) = 0 (dies ist äquivalent
zu char(L) = 0).

Lemma 6.2.1. Es sei L : K ein normale Erweiterung, char(K) = 0 und f ∈ K[X] ein irreduzibles
Polynom, das in L eine Nullstelle besitzt. Dann besitzt f genau deg(f) verschiedene Nullstellen in
L.a

aDas Resultat lässt sich mit demselben Beweis auch char(K) > 0 beweisen, wenn f ′ ̸= 0 gilt.

Beweis. Da die Erweiterung normal ist, zerfällt f nach Satz 5.5.2 über L in Linearfaktoren f =
c
∏m
i=1(X − αi) mit c ∈ K×. Wir zeigen αi ̸= αj für alle i ̸= j. Es gilt 0 ̸= f ′ und deg(f ′) < deg(f).

Insbesondere gilt f ∤ f ′ und die Irreduzibilität von f liefert 1 ∈ ggT(f, f ′) = K×. Das heißt wir
finden s, t ∈ K[X] mit 1 = s · f + t · f ′1. Es folgt

1 = 1(αi) = s(αi)f(αi) + t(α) · f ′(αi) = t(α) · f ′(αi).

Anwendung von Satz 4.2.6 liefert, dass n(αi) = 1 für alle i ∈ {1, . . . ,m} gilt.

Satz 6.2.2 (Satz vom primitiven Element). Es sei L : K eine endliche Erweiterung mit char(K) =
0. Dann existiert α ∈ L mit L = K(α).

Beweis. Aufgrund einer einfachen Induktion reicht es zu zeigen: Gilt L = K(a, b), so existiert
c ∈ L mit L = K(c).

Es bezeichnen µa, µb ∈ K[X] die Minimalpolynome von a und b. Es sei µ := µa ·µb sowieK ⊆ Z
ein Zerfällungskörper von µ. Über Z zerfallen µa, µb in Linearfaktoren

µa =
m∏
i=1

(X − ai) und µb =
n∏
i=1

(X − bi)

mit a1 = a und b1 = b. Da char(K) = 0 gilt, liefert Lemma 6.2.1, dass b1 = b, b2, . . . , bn paarweise
verschieden sind. Da K unendlich ist, existiert ein Element

u ∈ K \ {(ai − a)(b− bj)
−1 | 1 ≤ i ≤ m, 2 ≤ j ≤ n}.

Wir setzen c := a+ ub ∈ L. Klar ist K(c) ⊆ K(a, b).
Wir setzen h := µa(c − u · X) ∈ K(c)[X] und fixieren den normierten ggT von h und µb in

K(c)[X]. Dieser sei mit g ∈ K(c)[X] bezeichnet. Insbesondere gilt also g | µb ∈ K(c)[X] und damit
auch g | µb ∈ Z[X]. Also existiert eine Teilmenge I ⊆ {1, . . . , n} mit g =

∏
i∈I(X − bi) in Z[X].

Es gilt h(b) = µa(c − ub) = µa(a) = 0. Weiter gilt für 2 ≤ j ≤ n, dass a + u(b − bj) ̸= ai für alle
i ∈ {1, . . . ,m} nach Wahl von u und damit

h(bj) = µa(c− ubj) = µa(a+ u(b− bj)) ̸= 0,

da die Nullstellen von µa gerade a1, . . . , am sind.
Damit gilt X − b = g ∈ K(c)[X]. Wir schließen b ∈ K(c) und damit a = c − ub ∈ K(c). Es folgt

K(c) = K(a, b) mit c ∈ L.

1Das Lemma von Bézout gilt auch in K[X], da K[X] ein euklidischer Ring ist.
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Korollar 6.2.3. Es sei L : K eine endliche Körpererweiterung mit char(K) = 0. Folgende Aussagen
sind äquivalent:

(1) L : K ist eine Galoiserweiterung.

(2) [L : K] = |Aut(L : K)|.

(3) L : K ist eine normale Erweiterung.

Beweis. Die Äquivalenz (1) ⇔ (2) gilt nach Satz 6.1.3.
(1) ⇒ (3). Nach Satz 6.1.3 ist die Galoiserweiterung L : K normal.
(3) ⇒ (2). Nach dem Satz vom primitiven Element existiert α ∈ L mit L = K(α). Da µα ∈ K[X]

in L die Nullstelle α besitzt, folgt

n := [L : K] = [K(α) : K]
5.2.2
= degµα

6.2.1
= |ZL(µα)|.

Es seien α, α2, . . . , αn die paarweise verschiedenen Nullstellen. Es gilt µα = µαi und damitK(α) =
K(αi) für alle i ∈ {1, . . . , n}, da K(αi) ⊆ L. Anwendung von Lemma 5.3.3 für σ = idK liefert uns
Automorphismen von Körpern

φi : K(α) −→ K(αi) = K(α)

mit φ|K = σ = idK und φ(α) = αi. Es folgt |Aut(L : K)| ≥ |L : K|. Nun wenden wir Korollar 5.6.2
und Satz 6.1.3 an.

Satz 6.2.4. Es sei L : K eine endliche Körpererweiterung mit char(K) = 0.

(1) Es existiert ein Erweiterungskörper N von L derart, dass N : K eine Galoiserweiterung ist.

(2) Es existieren nur endliche viele Zwischenkörper K ⊆ Q ⊆ L.

Beweis.

(1) Nach Satz 6.2.2 finden wir α ∈ L mit L = K(α). Wir betrachten einen Zerfällungskörper N
von µα ∈ K[X]. Es gilt K ⊆ L = K(α) ⊆ N . Nun wenden wir Korollar 6.2.3 an.

(2) Wir wählen N wie in (1). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie, gibt es eine Bijektion zwi-
schen Zwischenkörpern der Erweiterung N : K und der endlichen Gruppe Aut(N : K). Es
sei K ⊆ Q ⊆ L ein Zwischenkörper. Dann ist Q auch ein Zwischenkörper K ⊆ Q ⊆ N . Es
folgt die Behauptung.
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7 Anwendungen

7.1 Der Fundamentalsatz der Algebra

Satz 7.1.1. Der Körper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen, das heißt jedes
Polynom f ∈ C[X] \ C besitzt eine Nullstelle in C.

Beweis. Es sei L : C eine endliche Erweiterung. Wir zeigen L = C. Wir wenden Satz 6.2.4 auf
die Erweiterung L : R an und finden einen Erweiterungskörper N von L, so dass N : R eine
Galoiserweiterung ist. Gilt N = C, so auch L = C. Daher können wir annehmen, dass L : R eine
Galoiserweiterung ist. Es sei G := Aut(L : R) die zugehörige Galoisgruppe und P ⊆ G eine
Sylow 2-Untergruppe. Wir betrachten den Teilkörper R ⊆ LP ⊆ L. Nach Satz 6.1.2 ist L : LP eine
Galoiserweiterung mit Aut(L : LP ) = P , also [L : LP ] = |Aut(L : LP )| = |P |. Wir erhalten

|G| = [L : R] = [L : LP ] · [LP : R] = |P | · [LP : R].

Damit ist [LP : R] ungerade1. Wir wählen α ∈ LP und µα ∈ R[X] das zugehörige Minimalpoly-
nom. Dann ist deg(µα) ein Teiler von [LP : R], also ebenfalls ungerade. Ein Polynom von unge-
radem Grad über R hat aber stets eine Nullstelle (nach dem Zwischenwertsatz). Damit folgt auf-
grund der Irreduzibilität schon deg(µα) = 1 und α ∈ R. Wir haben Lp = R gezeigt und schließen,
dass G = P eine 2-Gruppe ist. Damit ist auch die Galoisgruppe Aut(L : C) ⊆ G der Galoiser-
weiterung L : C eine 2-Gruppe. Die Annahme Aut(L : C) ̸= {id} liefert zusammen mit dem Satz
von Sylow eine Untergruppe U ⊆ Aut(L : C) der Ordnung |Aut(L:C)|

2 und damit einen Teilkörper

C ⊆ LU ⊆ L mit [LU : C] = [L:C]
[L:LU ]

6.1.2
= |Aut(L:C)|

|U | = 2. Es sei α ∈ LU \ C. Dann gilt deg(µα) = 2.
Dies ist ein Widerspruch, da jedes Polynom vom Grad 2 eine Nullstelle in C hat (dies folgt aus
der p-q-Formel). Damit gilt Aut(L : C) = {id}. Da L : C eine Galoiserweiterung ist, gilt damit
[L : C] = 1, also L = C.

Es sei nun f ∈ C[X] \ C. Dann ist der Zerfällungskörper L von f über C eine endliche Erweite-
rung L : C. Es gilt also L = C.

7.2 Endliche Körper

In diesem Abschnitt studieren wir endliche Körper. Nach Lemma 5.1.2 gilt char(K) = p ∈ P
für jeden endlichen Körper. Wir haben gesehen, dass für p ∈ P Primzahl der Ring Fp := Z/(p)
ein Körper ist. Sei nun K ein weiterer endlicher Körper der Charakteristik p. Dann gilt für den
Primkörper P (K) ∼= Z/(p) = Fp und es liegt eine endliche Körpererweiterung K : Fp vor. Es sei
n := dimFp K, dann gilt

|K| = p[K:Fp]

1Es gilt |P | = 2m mit 2m | |G| und 2m+1 ∤ |G|.
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und |K| ist damit eine p-Potenz. Da für n > 1, der Ring Z/(pn) kein Körper ist, stellt sich die Frage,
ob Körper der Ordnung pn existieren. Im Folgenden gehen wir dieser Frage nach.

Lemma 7.2.1 (Freshman’s dream). Es sei R ein Ring der Charakteristik p ∈ P, a, b ∈ R und
m ∈ N. Dann gilt

(a+ b)p
m
= ap

m
+ bp

m
.

Beweis. Es reicht den Fallm = 1 zu betrachten. Es gilt (a+b)p =
∑p

i=0

(
p
i

)
aibp−i. Für i ∈ {1, . . . , p−

1} ist p ein Teiler von
(
p
i

)
= p!

(p−i)!i! , da p eine Primzahl ist. Mit p · x = 0 für alle x ∈ R folgt die
Behauptung.

Satz 7.2.2. Es sei n ∈ N und p ∈ P eine Primzahl.

(1) Es existiert (bis auf Isomorphie) genau ein Körper Fpn der Ordnung pn, und

(2) Fpn ist gegeben als ein Zerfällungskörper von f := Xpn −X ∈ Fp[X].

Beweis. Zunächst beweisen wir die Existenz eines Körpers mit pn Elementen. Wir betrachten dazu
einen Zerfällungskörper L des Polynoms f . Es gilt f ′ = pnXpn−1 − 1 = −1. Damit gilt f ′(a) ̸= 0
für jede Nullstelle a ∈ L von f . Anwendung von Satz 4.2.6 liefert, dass ZL(f) genau pn Elemente
besitzt. Es gilt 0, 1 ∈ ZL(f). Es seien a, b ∈ ZL(f) Nullstellen von f . Dann gilt mit Lemma 7.2.1

f(a+ b) = (a+ b)p
n − (a+ b) = ap

n
+ bp

n − a− b = f(a) + f(b) = 0,und

(∗) f(a · b) = (ab)p
n − ab = ap

n
bp

n −abpn + abp
n︸ ︷︷ ︸

=0

−ab = bp
n
f(a)− af(b) = 0.

Für a ̸= 0 folgt aus 0 = f(a) die Gleichung ap
n−1 = 1 und damit ap

n−2 = a−1, also

f(a−1) = f(ap
n−2)

(∗)
= 0.

Für p ∈ P ungerade gilt

f(−a) = (−a)pn − (−a) = (−1)p
n
ap

n − (−a) = −apn + a = −f(a) = 0

und für p = 2 gilt f(−a) = f(a) = 0. Damit ist die Nullstellenmenge ZL(f) ein Teilkörper von L
und L = ZL(f) ein Körper der Mächtigkeit pn.

Es sei nun Fp ⊆ L ein beliebiger Körper mit pn Elementen. Dann ist L× = L\{0} nach Satz 4.2.5
eine zyklische Gruppe der Ordnung pn − 1 Elemente. Es gilt also xp

n−1 = 1 für alle x ∈ L \ {0}
und damit f(x) = x(xp

n−1−1) = 0. Ebenso gilt f(0) = 0. Damit ist L gerade die Nullstellenmenge
von f und damit ein Zerfällungskörper von f über Fp. Nach Satz 5.4.1 sind alle Zerfällungskörper
von f über Fp isomorph.

Es sei p ∈ P und n ∈ N. Dann ist

Fr: Fpn −→ Fpn ; x 7→ xp

nach Lemma 7.2.1 ein Ringhomomorphismus. Da Fpn ein Körper ist, ist Fr injektiv und auch bi-
jektiv, da Fpn endlich ist. Weiter gilt für x ∈ Fp ⊆ Fpn die Gleichung xp = x (da x|Fp\{0}| = 1), das
heißt Fr ∈ Aut(Fp : F). Der Automorphismus Fr heißt Frobeniusautomorphismus.
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Korollar 7.2.3. Es sei p ∈ P und n ∈ N.

(1) Die Gruppe Aut(Fpn : Fp) ist zyklisch von Ordnung n und durch Fr erzeugt.

(2) Die Erweiterung Fpn : Fp ist eine Galoiserweiterung.

(3) Es gilt Fpm ⊆ Fpn genau dann, wenn m | n.

Beweis.

(1) Es gilt Frn(x) = xp
n
= x für alle x ∈ Fpn . Damit gilt ord(Fr) ≤ n. Weiter gilt für x ∈ Fpn die

Gleichung x = Frord(Fr)(x) = xp
ord(Fr)

und x ist Nullstelle von g := Xpord(Fr) − 1 ∈ Fp[X]. Da g
höchstens pord(Fr) Nullstellen besitzt, folgt pord(Fr) ≥ |Fpn | = pn und damit ord(Fr) = n. Wir
schließen

n = ⟨Fr⟩ ⊆ Aut(Fpn : Fp) ≤ [Fpn : Fp] = n,

also Aut(Fpn : Fp) = ⟨Fr⟩ ∼= Z/⟨n⟩.

(2) Folgt direkt aus (1) .

(3) Ein sei K ⊆ Fpn ein Teilkörper mit |K| = pm. Es gilt Fp ⊆ K ⊆ Fpn . Nach der Turmformel
gilt

n = [Fpn : Fp] = [Fpn : K] · [K : Fp] = [Fpn : K] ·m,
also m | n.

Es sei umgekehrt s ein Teiler von n. Da Aut(Fpn : Fp) nach (1) zyklisch ist, existiert nach
Satz 1.3.2 eine Untergruppe U ⊆ Aut(Fpn : Fp) der Ordnung |U | = n

s . Nach Satz 6.1.2 ist
Fpn : (Fpn)U eine Galoiserweiterung mit [Fpn : (Fpn)U ] = |U | = n

s . Es sei L := (Fpn)U . Dann
gilt |L| = p[L : Fp] und

[L : Fp] =
[Fpn : Fp]
[Fpn : L]

=
n
n
s

= s.

7.3 Einheitswurzeln

Definition. Sei K ein Körper, n ∈ N. Ein Element ζ ∈ K× heißt n-te Einheitswurzel von K, falls
ζn = 1 gilt. Gilt zudem ord(ζ) = n, so nennt man ζ eine primitive n-te Einheitswurzel.

Bemerkungen 7.3.1. Es sei K ein Körper.

(1) Sei n ∈ N. Dann ist µn(K) := {ζ ∈ K× | ζn = 1} eine endliche Untergruppe von K× und
nach Satz 4.2.5 zyklisch.

(2) Für n ∈ N gilt
µn(C) = {e2πi

m
n | 0 ≤ m ≤ n− 1} = Cn

und für ℓ ∈ {0, . . . , n− 1} ist e2πi
ℓ
n = (e

2πi
n )ℓ genau dann eine primitive n-te Einheitswurzel,

wenn ggT(ℓ, n) = 1 (vgl. Satz 1.3.1).
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(3) Sei char(K) = p > 0. Ist ζ ∈ µp(K), so gilt nach Lemma 7.2.1

(ζ − 1)p = ζp − 1p = 0,

und damit ζ = 1. Wir erhalten µp(K) = {1} und K besitzt keine primitiven p-ten Einheits-
wurzeln.

Definition. Sei n ∈ N.

(1) Für einen Körper sei µ∗n(K) := {ζ ∈ µn(K) | ord(ζ) = n} die Menge der primitiven n-ten
Einheitswurzeln von K.

(2) Das Polynom
Φn :=

∏
ζ∈µ∗n(C)

(X − ζ) ∈ C[X]

heißt das n-te Kreisteilungspolynom.

Satz 7.3.2. Es sei n ∈ N.

(1) Es gilt Xn − 1 =
∏
d|nΦd.

(2) Φn ∈ Z[X].

Beweis.

(1) Es gilt nach dem Satz von Lagrange

µn(C) =
⊔
d|n

{ζ ∈ µn(C) | ord(ζ) = d} =
⊔
d|n

µ∗d(C).

Damit erhalten wir

Xn − 1 =
∏

ζ∈µn(C)

(X − ζ) =
∏
d|n

∏
ζ∈µ∗d(C)

(X − ζ) =
∏
d|n

Φd.

(2) Die Behauptung gilt für n = 1. Für n > 1 folgt nach (1)

Xn − 1 = Φn(
∏

d|n,d ̸=n

Φd).

Induktiv können wir fn :=
∏
d|n,d ̸=nΦd ∈ Z[X] annehmen. Da fn normiert ist, liefert Satz 4.2.2

Polynome q, r ∈ Z[X] mit

Xn − 1 = qfn + r und 0 ≤ deg(r) < deg(fn) oder r = 0.

Wir erhalten aus diesen Gleichungen

r = (Φn − q)fn,

was im Fall Φn ̸= q die Ungleichung deg(r) ≥ deg(fn) nach sich zieht, ein Widerspruch. Also
gilt Φn = q ∈ Z[X].
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Satz 7.3.3. Sei n ∈ N. Dann ist Φn irreduzibel in Z[X] und Q[X], und deg(Φn) = φ(n).

Beweis. Wir beweisen zunächst zwei Hilfsaussagen.

(1) Es sei ζ ∈ µ∗n(C) sowie p eine Primzahl, die n nicht teilt. Dann gilt µζ,Q, µζp,Q ∈ Z[X] für die
Minimalpolynome von ζ und ζp über Q und µζ,Q, µζp,Q sind Teiler von Φn in Z[X]:

Nach Satz 7.3.2 gilt Φn ∈ Z[X] und Z[X] ist faktoriell nach Satz 4.3.3. Daher existieren irre-
duzible Polynome f1, . . . , fℓ ∈ Z[X] mit

Φn = f1 · · · fℓ.

Da Φn normiert ist, sind die Leitkoeffizienten der fi Einheiten von Z und somit Elemente
von {1,−1}. Ersetzen wir gegebenenfalls fi durch −fi, so können wir annehmen, dass jedes
fi normiert ist.2 Nach Korollar 4.3.5 ist jedes fi irreduzibel in Q[X]. Wegen p ∤ n gilt nach
Satz 1.3.1 ζp ∈ µ∗n(C) und damit Φn(ζ) = 0 = Φn(ζ

p). Daher sind µζ,Q und µζp,Q Teiler von
Φn. Es gilt also {µζ,Q, µζp,Q} ⊆ {fi | i ∈ {1, . . . , ℓ}} ⊆ Z[X].

(2) Sei ζ ∈ µ∗n(C) sowie p eine Primzahl, die n nicht teilt. Dann gilt µζ,Q = µζp,Q:

Wir setzen f := µζ,Q und g := µζp,Q. Wir nehmen f ̸= g an. Da f, g ∈ Z[X] irreduzibel sind,
gilt nach (1) fg |Z[X] Φn und somit fg |Z[X] X

n − 1. Wegen g(ζp) = 0 ist ζ eine Nullstelle des
Polynoms g(Xp) ∈ Z[X] und es folgt f |Q[X]g(X

p). Da f als normiertes Polynom primitiv ist,
liefert Satz 4.3.2 f |Z[X]g(X

p). Sei also h ∈ Z[X] mit g(Xp) = fh.

Wir betrachten die kanonische Projektion π : Z −→ Z/(p) sowie den induzierten Homomor-
phismus π∗ : Z[X] −→ Z/(p)[X]. Es sei g =

∑s
i=0 aiX

i. Dann gilt aufgrund von Lemma 7.2.1
und char((Z/(p)[X]) = char(Z/(p)) = p:

π∗(g)p = (
s∑
i=0

π(ai)X
i)p =

s∑
i=0

π(ai)
pXip =

s∑
i=0

π(ai)X
ip = π∗(g(Xp)) = π∗(f)π∗(h).

Sei nun q ∈ Z/(p)[X] ein irreduzibler Faktor von π∗(f). Dann teilt q auch π∗(g)p und somit
π∗(g). Also ist q2 ein Teiler von π∗(f)π∗(g) und daher auch von Xn − 1 ∈ Z/(p)[X]. Wir
schreiben also Xn−1 = q2r für ein r ∈ Z/(p)[X]. Wir bilden nun die Ableitung und erhalten

nXn−1 = (q2r)′ = 2qq′r + q2r′ = q(2q′r + qr′).

Wegen p ∤ n, gilt n.1 ̸= 0 in Z/(p). Da q irreduzibel ist, gibt es also ein m ∈ Z mit p ∤ m und
q = mX . Es gilt aber X ∤ Xn − 1, da 0Z/(p) keine Nullstelle von Xn − 1 ist, ein Widerspruch.

Da Φn normiert und deg(Φn) ≥ 1 ist, liefert Korollar 4.3.5 die Äquivalenz der beiden Behauptun-
gen.

Es sei nun Kn ein Zerfällungskörper von Φn über Q sowie ζ ∈ Kn eine primitive n-te Ein-
heitswurzel. Ist η ∈ Kn eine weitere primitive n-te Einheitswurzel, so gibt es nach Satz 1.3.1 ein
m ∈ N mit η = ζm und ggT(m,n) = 1. Sei m = p1 · · · pr die Primfaktorzerlegung von m. Für
j ∈ {1, . . . , r} gilt ggT(p1 · · · pj , n) = 1. Daher ist ζp1···pj nach Satz 1.3.1 eine primitive n-te Ein-
heitswurzel. Wiederholte Anwendung von (2) zeigt: µζ,Q = µζp1···pj ,Q für 1 ≤ j ≤ r. Insbesondere
folgt µζ,Q(ζm) = 0. Damit hat µζ,Q mindestens φ(n) Nullstellen. Wegen Φn(ζ) = 0 folgt µζ,Q|Φn.
Damit gilt deg(Φn) = φ(n) = deg(µζ,Q). Mithin ist Φn = µζ,Q irreduzibel.

□
2Da die Anzahl der fi mit Leitkoeffizient −1 notwendig gerade ist, ist dies möglich.
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7.4 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Frage, welche Punkte sich aus einer Menge
M ⊆ R2 nur durch Zirkel und Lineal konstruieren lassen. Wichtig ist dabei, dass das Lineal nicht
beschriftet ist. Es kann also nur für das Zeichnen von (unendlich langen) Geraden benutzt werden.
Der Zirkel erlaubt den Abstand r zweier bereits konstruierter Punkte zu messen und einen Kreis
von Radius r um einen bereits konstruierten Punkt zu zeichnen. Wir identifizieren die Ebene R2

mit C durch (a, b) = a+ bi. Für z = a+ bi ∈ C sei wie üblich ℜ(z) := a und ℑ(z) := b.
Es sei M eine Menge {0, 1} ⊆ M ⊆ C. Wir bezeichnen mit g(M) die Menge aller Geraden, die

zwei Punkte von M enthalten und mit o(M) die Menge aller Kreise, die als Mittelpunkt einen
Punkt aus M enthalten, sodass der Radius einem Abstand von zwei Punkten aus M entspricht.

Wir definieren die Menge M1 := M ∪ c(M), wobei c(M) die Punkte sind, die sich als Schnitt-
punkt von zwei verschiedenen Geraden aus g(M), von zwei verschiedenen Kreisen aus o(M) oder
von einer Geraden aus g(M) und eines Kreises o(M) sind.

Induktiv erhalten wir eine Folge

M0 :=M,M1 :=M ∪ c(M),M2 :=M1 ∪ c(M1),M3 :=M2 ∪ c(M2), . . .

und definieren die Menge der aus M konstruierbaren Punkte

M̂ :=
⋃
i∈N0

Mi.

Der folgende Satz wird in [3, 19.2, 19.3] bewiesen. Wir verwenden diesen ohne Beweis.

Satz 7.4.1. Es sei {0, 1} ⊆M ⊆ C eine Menge. Die Menge M̂ ⊆ C besitzt folgende Eigenschaften.

(1) M̂ ⊆ C ist ein Teilkörper von C.

(2) Es gilt i ∈ M̂ .

(3) Für z ∈ M̂ gilt |z|,ℜ(z),ℑ(z), z ∈ M̂ .

(4) Es sei z ∈ M̂ . Dann sind auch die Nullstellen von X2 − z in M̂ , das heißt M̂ ist quadratisch
abgeschlossen.

Lemma 7.4.2. Es sei {0, 1} ⊆ K ⊆ C ein Körper mit i ∈ K und K = K (d.h. K ist abgeschlossen
unter der komplexen Konjugation). Weiter sei z ∈ K ∪ c(K).

(1) Es existiert ein Körper K ⊆ L ⊆ C mit [L : K] ≤ 2 und z ∈ L.

(2) Ist K ⊆ L ⊆ C ein Körper mit [L : K] ≤ 2, so existiert ein Erweiterungskörper L ⊆ N ⊆ C
mit [N : L] ≤ 2 und N = N .

Beweis.
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(1) Es sei α ∈ K. Dann gilt ℜ(α) = 1
2(α + α),ℑ(α) = 1

2i(α − α) ∈ K. Weiter gilt |α|2 = ℜ(α)2 +
ℑ(α)2 ∈ K. Diese Eigenschaften werden im Beweis mehrmals benutzen. Nach Definition
müssen wir drei Fälle unterscheiden.

(i) z ist Schnitt zweier Geraden aus g(K): Wir finden zi ∈ K für 1 ≤ i ≤ 4 und λ, µ ∈ R
mit z2 ̸= 0 ̸= z4 und

z1 + λz2 = z = z3 + µz4.
3

Vergleich der Real- und Imaginärteile liefert

ℜ(z1) + λℜ(z2) = ℜ(z3) + µℜ(z4)
ℑ(z1) + λℑ(z2) = ℑ(z3) + µℑ(z4)

und damit (
ℜ(z2) −ℜ(z4)
ℑ(z2) −ℑ(z4)

)(
λ
µ

)
=

(
ℜ(z3)−ℜ(z1)
ℑ(z3)−ℑ(z1)

)
∈ K2.

Da beide Geraden nicht parallel sind, verschwindet die Determinante der Matrix nicht
und ist damit in K invertierbar. Es folgt λ, µ ∈ K und damit sogar z ∈ K. Wir können
L = K wählen.

(ii) z ist Schnittpunkt einer Geraden aus g(K) und eines Kreises aus o(K): Wir finden
z1, z2 ̸= 0, z3 ∈ K und λ ∈ R sowie r ∈ R>0 ∩ K mit z = z1 + λz2 sowie (ℜ(z) −
ℜ(z3))2 + (ℑ(z)−ℑ(z3))2 = r2. Wir erhalten

(ℜ(z1) + λℜ(z2)−ℜ(z3))2 + (ℑ(z1) + λℑ(z2)−ℑ(z3))2 = r2

und damit
uλ2 + vλ+ w = 0

für u, v, w ∈ K mit u = ℜ(z2)2+ℑ(z2)2 ̸= 0. Also finden wir eine Gleichung λ2+pλ+q =
0 mit p, q ∈ K und erhalten λ = −p

2 ±
√
α mit α = p2

4 − q ∈ K. Das heißt λ ∈ K(
√
α)

und damit z = z1 + λz2 ∈ K(
√
α). Es gilt [K(

√
α) : K] ≤ 2, da X2 − α ∈ K[X]. Wir

wählen L = K(
√
α).

(iii) z ist Schnittpunkt zweier Kreise aus o(K): Wir finden z1 ̸= z2 ∈ K und r, s ∈ R>0 ∩K
mit

(ℜ(z)−ℜ(z1))2 + (ℑ(z)−ℑ(z1))2 = r2 und (ℜ(z)−ℜ(z2))2 + (ℑ(z)−ℑ(z2))2 = s2.

Subtraktion beider Gleichungen liefert uℜ(z) + vℑ(z) = w mit u = 2(ℜ(z2) − ℜ(z1)),
v = 2(ℑ(z2)− ℑ(z2)) ∈ K ∩ R und w = |z2|2 − |z1|2 + r2 − s2 ∈ K ∩ R. Da z1 ̸= z2 gilt,
ist u ̸= 0 oder v ̸= 0. Es gelte o.B.d.A. u ̸= 0. Dann ist wu + 0 · i+ R(− v

u + i) ∈ o(K) und
λ := ℑ(z) liefert (wu +0 · i)+λ(− v

u + i) = w−vℑ(z)
u +ℑ(z)i = ℜ(z)+ℑ(z)i = z. Damit ist

z Schnittpunkt einer Geraden aus g(K) und eines Kreises aus o(K). Wir wenden Fall
(ii) an.

3Eine Gerade ist von der Form w1 + R(w1 − w2) für w1, w2 ∈ K mit 0 ̸= w1 − w2 ∈ K.
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(2) Es σ : C −→ C ein Automorphismus mit σ(K) = K. Damit ist σ|K : K −→ K ein Automor-
phismus. Wir betrachten den induzierten Isomorphismus (σ|K)∗ : K[X] −→ K[X] gegeben
durch (σ|K)∗(x) = σ(x) für alle x ∈ K und (σ|K)∗(X) = X . Es sei f =

∑n
i=0 λiX

i ∈ K[X]
ein irreduzibles Polynom. Dann ist (σ|K)∗(f) =

∑n
i=0 σ(λi)X

i ∈ K[X] irreduzibel mit
deg((σ|K)∗(f)) = deg(f) und für eine Nullstelle α ∈ C von f gilt

(σ|K)∗(f)(σ(α)) =

n∑
i=0

σ(λi)σ(α)
i = σ(f(α)) = σ(0) = 0.

Wir wenden diese Überlegung nun auf die komplexe Konjugation σ(z) = z an. Nach Vor-
aussetzungen finden wir y ∈ L mit K(y) = L und degµy = [L : K] ≤ 2. Dann gilt
µy = (σ|K)∗(µy). Das heißt [K(y) : K] = degµy = deg(µy) ≤ 2. Wir setzen N := K(y, y). Es
gilt

N = K(y, y) = K(y, y) = K(y, y) = N

und [N : L] = [K(y, y) : K(y)] = [L(y) : L] ≤ [K(y) : K] ≤ 2.

□

Bemerkung 7.4.3. Es sei x ∈ Mℓ ⊆ M̂ =
⋃
n≥0Mn. Dann existieren endlich viele Punkte in Mℓ−1,

die für die Konstruktion von x benötigt werden. Induktiv, folgt dass für z ∈ M̂ eine endliche
Folge z1, . . . , zn = z ∈ M̂ existiert, sodass jedes zi aus M ∪ {z1, . . . , zi−1} mit nur einer Operation
konstruiert werden kann. Da M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mn gilt, ist weiter zi ∈Mi für alle i ∈ {1, . . . , n}.

Es sei {0, 1} ⊆ M ⊆ C. Nach Lemma 5.1.2 ist Q ⊆ M̂ ein Teilkörper von M̂ . Wir definieren
M := {z | z ∈M} und Satz 7.4.1 zeigt, dass

K0 := Q(M ∪M) ⊆ C.

ein Teilkörper von M̂ ist. Weiter gilt K0 = Q(M ∪M) = Q(M ∪M) = K0.

Satz 7.4.4. Es sei {0, 1} ⊆M ⊆ C und K0 := Q(M ∪M) ⊆ M̂ . Für z ∈ C sind folgende Aussagen
äquivalent.

(1) Es gilt z ∈ M̂ .

(2) Es existiert n ∈ N0 und Körpererweiterungen K0 ⊊ K1 ⊊ · · · ⊊ Kn mit z ∈ Kn und
[Ki : Ki−1] = 2 für alle i ∈ {1, . . . , n} gilt.

(3) Es existiert eine Galoiserweiterung L : K0 mit z ∈ L ⊆ C, sodass [L : K0] eine 2er-Potenz ist.

Beweis. (1) ⇒ (2). Der Beweis ist klar für z ∈ K0, sei daher z ∈ M̂ \K0. Da z ∈ M̂ =
⋃
n∈N0

Mn gilt,
finden wir m ∈ N und eine Folge, z1, . . . , zm = z ∈ M̂ , sodass für jedes j ∈ {1, . . . ,m} der Punkt
zj mit nur einer Operation aus M ∪ {z1, . . . , zj−1} konstruierbar ist, d.h.

zj ∈M ∪ {z1, . . . , zj−1} ∪ c(M ∪ {z1, . . . , zj−1}).
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Wir zeigen nun induktiv über j, dass ein Körperturm K0 ⊊ K1 ⊊ K2 ⊊ · · · ⊊ Kℓ wie in
(2) existiert, der M ∪ {z1, . . . , zj} ⊆ Kℓ und Kℓ = Kℓ erfüllt. Daraus folgt die Behauptung. Da
[K0(i) : K0] ≤ 2 und K0(i) = K0(i) gilt, können wir annehmen, dass i ∈ K0, da wir ansonsten die
Induktion mit K0(i) beginnen.

Es gilt z1 ∈ M ∪ c(M) ⊆ K0 ∪ c(K0). Wir können z1 ̸∈ K0 annehmen. Nach Lemma 7.4.2(1)
finden wir einen Erweiterungskörper K0 ⊆ L mit z1 ∈ L und [L : K0] = 2 (da L ̸= K0). Ist L = L,
so wählen wirK1 := L. Ansonsten liefert Lemma 7.4.2(2) einen ErweiterungskörperN mitN = N
und [N : L] = 2. Wir wählen K1 := L und K2 := N .

Es sei nun j > 1. Dann finden wir einen Körperturm K0 ⊊ K1 ⊊ K2 ⊊ · · · ⊊ Kℓ wie in (2) mit
M ∪ {z1, . . . , zj−1} ⊆ Kℓ und Kℓ = Kℓ. Wir können erneut zj ̸∈ Kℓ annehmen. Es gilt

zj ∈M ∪ {z1, . . . , zj−1} ∪ c(M ∪ {z1, . . . , zj−1}) ⊆ Kℓ ∪ c(Kℓ).

Nun verfahren wir analog wie für z1.
(2) ⇒ (1). Für i ∈ {1, . . . , n} finden wir ai ∈ Ki\Ki−1 mitKi−1(ai) = Ki mit a2i ∈ Ki−1. Damit ist

ai Nullstelle vonX2
i −a2i ∈ Ki−1[X]. Wir schließen mitK0 ⊆ M̂ und Satz 7.4.1(4) a1 ∈ M̂ , also folgt

K1 = K0(a1) ⊆ M̂ . Induktiv folgt Ki = Ki−1(ai) ⊆ M̂ für alle i ∈ {1, . . . , n}, also z ∈ Kn ∈ M̂ .
(2) ⇒ (3). Nach Satz 6.2.4 existiert ein Erweiterungskörper Kn ⊆ N , sodass N : K0 eine Galoi-

serweiterung ist. Nach dem Satz vom primitiven Element existiert a ∈ Kn mit K0(a) = Kn. Es sei
Aut(N : K0) = {σ1, . . . , σm} mit σ1 = idN und wir definieren ai := σi(a) für i ∈ {1, . . . ,m}, sowie
L := K0(a1, . . . , am) ⊆ N . Für σ ∈ Aut(N : K0) ist die Abbildung

Aut(N : K0) −→ Aut(N : K0) ; τ 7→ σ ◦ τ

eine Bijektion. Es folgt

σi(L) = σi(K0(a1, . . . , am)) = K0((σi ◦ σ1)(a), · · · , (σi ◦ σm)(a)) = K(a1, . . . , am) = L.

Wir zeigen induktiv nach 1 ≤ ℓ ≤ m, dass [K0(a1, . . . , aℓ) : K0] eine 2er-Potenz ist. Für ℓ = 1 gilt
K0(a1) = K0(a) = Kn und die Behauptung gilt nach Voraussetzung. Es sei nun ℓ > 1. Es gilt

[K0(a1, . . . , aℓ) : K0] = [K0(a1, . . . , aℓ−1)(aℓ) : K0(a1, . . . , aℓ−1)] · [K0(a1, . . . , aℓ−1) : K0]︸ ︷︷ ︸
2er−Potenz

.

Es sei f ∈ K0[X] das Minimalpolynom von a. Dann ist f auch das Minimalpolynom von aℓ =
σℓ(a), da σℓ|K0 ∈ Aut(N : K0). Mit a ∈ Kn folgt, dass deg(f) = [K0(aℓ) : K0] eine 2er-Potenz ist.
Es ist f ∈ K0(a1, . . . , aℓ−1)[X] und damit ist [K0(a, a1, . . . , aℓ−1)(aℓ) : K0(a, a1, . . . , aℓ−1)] ein Teiler
von [K0(aℓ) : K0] = deg(f).

(3) ⇒ (2). Wir schreiben [L : K0] = 2n. Nach Satz 6.1.3 ist G := Aut(L : K0) eine 2-Gruppe der
Ordnung 2n. Wiederholte Anwendung des Satzes von Sylow liefert eine Folge von Untergruppen

{idL} = G0 ⊊ G1 ⊊ G2 ⊊ · · · ⊊ Gn = G,

mit Gi = 2i für alle i ∈ {0, . . . , n}. Die inklusionsumkehrende Bijektion aus der Galoiskorrespon-
denz liefert uns einen Körperturm

K0 = LG ⊊ K1 := LGn−1 ⊊ · · · ⊊ Kn−1 := LG1 ⊊ Kn := LG0 = L.

Nach 6.1.2 gilt Aut(L : LGn−i) = Gn−i. Nach Satz 6.1.6 gilt

[Ki : K0] =
[L : K0]

[L : Ki]
=

|Aut(L : K0)|
|Aut(L : LGn−i)|

=
|G|

|Gn−i|
=

2n

2n−i
= 2i

und die Turmformel liefert [Ki : Ki−1] =
[Ki:K0]

[Ki−1:K0]
= 2. □
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Korollar 7.4.5. Es sei {0, 1} ⊆ M ⊆ C. Ist z ∈ M̂ , so ist z algebraisch über K0 und [K0(z) : K0]
eine 2er-Potenz.

Natürlich lassen sich alle Zahlen in C konstruieren, wenn wir sie als gegeben, also als Elemente
von M , voraussetzen.

Satz 7.4.6 (Quadratur des Kreises). Es sei K ein Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1, sodass nur
die Punkte 0, 1 ∈ C markiert sind. Es lässt sich daraus kein Quadrat Q mit dem Flächeninhalt von K
konstruieren.

Beweis. Es ist M = {0, 1} und damit K0 = Q(M ∪M) = Q. Der Kreis K besitzt den Flächeninhalt
π. Wäre Q konstruierbar, so auch die Länge

√
π. Insbesondere, wäre

√
π ∈ M̂ algebraisch über

K0 = Q und nach Satz 5.3.1 auch π. Ein Widerspruch zum Satz von Lindemann.

Satz 7.4.7 (Konstruierbarkeit von Einheitzwurzeln). Es sei n ∈ N. Die Einheitswurzel ζn := e
2πi
n

ist genau dann aus M = {0, 1} konstruierbar, wenn φ(n) = |{s ∈ {1, . . . , n} | ggT(s, n) = 1}| eine
2er-Potenz ist.

Beweis. Da M = {0, 1} ist, gilt K0 = Q(M ∪M) = Q. Nach Satz 7.3.3 ist Q(ζn) : Q eine Galoiser-
weiterung vom Grad φ(n), also

[K0(ζn) : K0] = [Q(ζn) : Q] = φ(n).

Ist φ(n) keine 2er-Potenz, so ist ζn nach Korollar 7.4.5 nicht konstruierbar. Ist umgekehrt φ(n) eine
2er-Potenz, so ist ζn nach Satz 7.4.4(3) konstruierbar.

Satz 7.4.8 (Konstruktion regelmäßiger n-Ecke). Sei n ∈ N≥3. Das regelmäßige n-Eck ist genau
dann mit Zirkel und Lineal aus M = {0, 1} konstruierbar, wenn φ(n) eine 2er-Potenz ist.

Beweis. Das regelmäßige n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn e
2πi
n konstruierbar ist.

Satz 7.4.9 (Winkeldreiteilung). Der Winkel 20° lässt sich nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren.
Insbesondere ist die Winkeldreiteilung i.A. nicht möglich.

Beweis. Der Winkel 20° entspricht e
2πi
18 . Es gilt φ(18) = φ(2)φ(32) = 6. Damit ist 20° nach Satz 7.4.8

nicht aus M := {0, 1} konstruierbar,
Wäre die Winkeldreiteilung stets möglich, so wäre 20° aus 60° konstruierbar, das heißt e

2πi
18 aus

N̂ für N := {0, 1, e
2πi
6 }. Es gilt φ(6) = 2. Damit ist e

2πi
6 nach Satz 7.4.8 aus M konstruierbar. Das

bedeutet N ⊆ M̂ und damit folgt N̂ = M̂ . Also ist e
2πi
18 ∈ N̂ = M̂ aus M = {0, 1} konstruierbar,

ein Widerspruch.
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