Daniel Bissinger Algebra I LAG, WS 24/25

Ubungsserie 1

Aufgabe 1. (1+1+2 Punkte)

(1) Es seien a,b € Z. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen.
(i) Es gilt ggT(a,b) = 1.
(ii) Es existieren s,t € Z mit sa 4 tb = 1.
(2) Zeigen Sie, dass in (1) die Implikation (ii) = (i) nicht gilt, wenn wir in (i) und (ii)
das Element 1 durch eine andere natiirliche Zahl n # 1 ersetzen.
(3) Berechnen Sie mithilfe des euklidischen Algorithmus ggT(2013, 171) und bestim-
men Sie s, € Z mit ggT(2013,171) = 2013s + 171t. Uberpriifen Sie Ihre Berech-
nung von ggT (2013, 171) indem Sie das Ergebnis mit Aufgabe 4 verifizieren.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Es seien Fj := 60, F} := 84 und ¢ € N. Fiir n € N definieren wir
induktiv

Fn+1 = anl + l- Fn
Berechnen Sie ggT(F,,, F,,+1) fur alle n € N.

Aufgabe 3. (4 Punkte) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen fiir eine Zahl
1#peN.

(1) pist eine Primzahl.

(2) Sind a,b € Zmitp | ab, dann gilt p | a oder p | b.
Hinweis: Dieses Resultat wird in der Vorlesung benutzt, um den Hauptsatz der Arith-
metik zu beweisen. Insbesondere kann dieser hier nicht benutzt werden. Verwenden Sie
stattdessen Division mit Rest und dass in Z aus zy = 0 schon x = 0 oder y = 0 folgt.

Aufgabe 4. (1+2+1 Punkte) Es seien a,b € Z \ {—1,0,1}.

(1) Es sei p € P eine Primzahl. Zeigen Sie, dass m,(a) = max{t € Ny | p' teilt a} gilt.
(2) Esseien a = (—1)° [[,ep ™ und b = (=1)* [ cp p™*). Zeigen Sie

ggT a, b Hpmln{mp mp(b}

peP

(3) Es sei p € P. Zeigen Sie, dass m,(zy) = m,(x) + m,(y) fur alle z,y € Z \ {0} gilt.
Hier sei m,(1) := m,(—1) := 0.



Aufgabe 5. (2 Bonuspunkte) Es sei p € P eine Primzahl, 1 # « € Nund n € N.
(1) Esseij € {1,...,p" — 1} und ¢ € Ny mit p* | (p"a — j). Zeigen Sie ¢ < n und
schliefen Sie daraus p* | (p" — j) und m,(p" — j) > m,(p"a — j).
(2) Zeigen Sie, dass m, [(p;na)] < my(a) gilt.
Hinweis: Es gilt

(pna) I ).

n "1/ n o
p ?:0 (p™ = J)

Abgabetermin: Bis 01.11.24 um 12:00 Uhr im OLAT.



	
	
	
	
	

