Algebra I (LAG) Klausur vom 10.04.2025
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Hinweise

e Diese Klausur besteht aus 7 Aufgaben in denen jeweils 10 Punkte erreicht wer-
den konnen. Die mogliche Gesamtpunktzahl betragt also 70 Punkte.

e Bearbeiten Sie die Aufgaben bitte direkt unter der Aufgabenstellung. Sollte der
Platz nicht ausreichen, fahren Sie auf der entsprechenden Riickseite (oder Riick-
seite des vorherigen Blatts) fort und kennzeichnen Sie dies entsprechend.

e Begriinden Sie Ihre Aussagen.
e Die Bearbeitungszeit betrdagt 180 Minuten.

e Neben Schreibzeug, Ausweis/Studierendenausweis und Verpflegung diirfen kei-
ne weiteren Hilfsmittel mit an den zugewiesenen Arbeitsplatz genommen wer-
den.

e Sie diirfen innerhalb einer Aufgabe einen vorangegangenen Aufgabenteil auch
dann verwenden, wenn Sie diesen Teil nicht bearbeitet haben.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind
und setzen Sie bei jeder Aussage genau ein Kreuz. Richtig gesetzte Kreuze geben 1
Punkt und falsch gesetzte Kreuze geben keinen Punkt. Wenn Sie ein gesetztes Kreuz
korrigieren wollen, fiillen Sie die Box mit dem falsch gesetzten Kreuz aus und markieren

Sie die andere Box mit einem Kreuz.

(1) Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob diese fiir jeden Integritdtsbe-

reich R richtig sind.
Ist p € R irreduzibel, so ist p kein Primelement. 0 wahr
Ist a € R mit a®? = 0, so ist 1 — a eine Einheit. O wahr
Sind a, b, c € R mit ac = bc, so gilt a = b. O wahr
Es ist R ist ein faktorieller Ring. O wahr
Ist R endlich, so existiert eine Primzahl p € P 0 wahr

und ein Isomorphismus von Ringen R = Z/(p).

[ falsch
[J falsch
[J falsch
[J falsch

O falsch

(2) Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob diese fiir jede endliche Gruppe

G richtig sind.

Fiir alle Untergruppen U,V C G ist UV eine Untergruppe. [ wahr
Gilt |G| = 12, so besitzt G eine Untergruppe der Ordnung 6. [ wahr
Gilt |G| = 24, so besitzt GG eine Untergruppe der Ordnung 8. [ wahr

Fiir jede Gruppe H und jeden injektiven Homomorphismus 0 wahr
von Gruppen ¢: G — H ist ¢(G) ein Normalteiler von H.

Besitzt G eine Untergruppe der Ordnung 5, so gilt |G| # 12. O wahr

O falsch
O falsch
O falsch

O falsch

O falsch
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Aufgabe 2. (4+4+2 Punkte) Es bezeichne Sy die symmetrische Gruppe auf der Menge
{1,...,9}. Es seien die Elemente o, := (1,9) o (3,4) 0 (2,9) und oy := (2,7) 0 (4,3,5) o
(4,3,5) 0 (8,6) 0 (2,7) in Sy gegeben.
(1) Existiert ein Element 7 € Sy mit 7 o 0y o 77! = 03,7 Wenn ein solches Element
existiert, geben Sie ein solches Element an.
(2) Es sei 0 € Sy. Geben Sie die Definition des Trdgers supp(c) von o. Weiter seien
o3 = (1,2) 0 (7,2) und 04 € Sy mit supp(os) N supp(oy) = . Berechnen Sie
oo ooyl
(3) Es sei N ein Normalteiler von Sy mit (1,2) € N. Zeigen Sie, dass N = S, gilt.
Hinweis: Fiirn > 2 gilt S, = ({(1,7) | 1 € {2,...,n}}).

Losung;:
(1) Esgilt oy = (1,9,2) 0 (3,4) und 02 = (4,5,3) o (8,6). Es sei

oy = 3
_(12345067809)
T—43861279H+5 o

Dann gilt

(7(1),7(9),7(2)) o (7(3),7(4))
— (4,5,3) 0 (8,6) = 0.

(2) Esistsupp(o) = {i € {1,...,9} | o(¢) # i}. Mit supp(o3) N supp(o,) = @ gilt nach
Vorlesung (Bemerkung 1.7.4) 03 0 04 = 04 0 03 und damit

040 O':%Ol 00 -1 __ O_;Ol 00400, -1 __ U%Ol — ((03>3)33 o 03

Es ist 03 = (1,2,7) ein 3-Zykel und damit gilt o5 = id und o3 = (1,7,2). Wir
erhalten

oi003% o0t = ((03)*)¥ 0 0F =id* o0? = (1,7,2).
Alternativ berechnet man:
os003 ooyt = (0400300, M) = (04(1),04(2),04(7)*" = (1,2, 7)',

da 1,4,7 € supp(o3) und damit 1,4,7 € supp(oy). Nun rechnet man weiter wie

oben.

(3) Esseii € {3,...,9}. Dann gilt (2,7) o (1,2) o (2,2)"" = ((2,4)(1), (2,4)(2)) = (1,4).
Da N ein Normalteiler ist, gilt damit (1,7) € N. Es folgt {(1,2), (1,3),...,(1,9)} C
N. Nach dem Hinweis gilt damit Sy = ({(1, 2) (1,3),...,(1,9)}) C < > = N, da

N eine Untergruppe von Sy ist. Weiter gilt N C 89 und damlt N =S8,.
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Aufgabe 3. (4+1+3+2 Punkte) Es sei G eine endliche Gruppe und U C G eine Unter-
gruppe.
(1) Zeigen Sie, dass Ng(U) :={g € G | gUg™! = U} eine Untergruppe von G ist und
U C N¢(U) gilt.
(2) Zeigen Sie, dass U ein Normalteiler von Ng(U) ist und dass jede Untergruppe
H C G, in der U ein Normalteiler ist, bereits H C N (U) erfiillt.
(3) Bestimmen Sie Ng(U) fiir die Untergruppe U := ((1,2)) der symmetrischen
Gruppe G := S3 auf der Menge {1, 2, 3}.
(4) Esseip € Peine Primzahl, die |G| teilt, und S € Syl,(G) eine Sylow-p-Untergruppe
von G. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen.
(a) Es gilt N¢(S) = G.
(b) Es gilt Syl,(G) = {S}.

Losung:
(1) EsgilteUe ! = eUe = U und damit ist e € U. Sind g, h € Ng(U) so gilt

(gh)U(gh)™" = (gh)U(h~'g™Y) = g(hUR™")g~ "2 -1 9€Na(U)
Damit gilt gh € Ng(U). Weiter ist

_ N\ — _ Ng(U) _ _ _ _
g UG =g U "= g UG g = (97 g)U (g7 g) = eUe = U.

Damit gilt g~! € Ng(U). Das Untergruppenkriterium liefert die Behauptung.
Weiter gilt fiir u € U die Gleichung uUu! = U und damit u € Ng(U). Insge-
samt also U C Ng(U).

(2) Es gilt nach Definition gUg~! = U fiir alle g € Ng(U). Damit ist U ein Normaltei-
ler von N (U). Es sei H wie in der Voraussetzung und h € H. Da U normal in H
ist gilt htUR™' = U und damit h € Ng(U). Also H C Ng(U).

(3) Wir geben zwei mogliche Losungen.

e Esgilt U = {id, (1,2)}, da ord((1,2)) = 2 gilt. Fiir 0 € S5 gilt nun

oUoc™ ' ={ooidoo ', 00(1,2) 00 '} = {id, (¢(1),0(2))}.
Damit gilt
o€ Ng(U) e oUo ' =U & (a(1),0(2) = (1,2) & {0(1),0(2)} = {1,2}.
Gilt o(1) = 1und 0(2) = 2,s0ist 0(3) = 3und ¢ = id. Im Fall ¢(1) = 2 und
0(2) = 1gilto = (1,2). Das heifst N¢(U) = {id, (1,2)} = U.
e Nach (2) gilt U C Ng(U) C G. Zweifache Anwendung des Satzes von La-

grange liefert 2 = |U| | |[Ng(U)| und |Ng(U)| | |Ss| = 6. Das heifsit |Ng(U)| €
{2,6}, da 6 = 2-3. Es gilt (1,3)U(1,3)~" = {id, (1,3) o (1,2) o (1,3)"'} =

@ gUg U.



{id, (2,3)} # U. Damit gilt U # G und |Ng(U)| # 6. Also |[Ng(U)| = 2 und
U C Ng(U) liefert U = Ng(U).
(4) (a) = (b). Es sei Ng(S) = G. Nach (2) ist damit S ein Normalteiler von GG. Nach
Vorlesung (Korollar 2.2.2) gilt damit Syl ,(G) = {S7}.
(b) = (a). Es gelte Syl (G) = {S}. Nach Korollar 2.2.2 ist damit S ein Normal-
teiler von G. Nach (2) gilt damit G C N¢(S) und damit G = Ng(5).
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Aufgabe 4. (3+3+2+2 Punkte) Wir betrachten den Korper K := Z/(3) mit 3 Elementen.

Der Ubersicht halber schreiben wir in dieser Aufgabe K = {0, 1,2} anstatt {0 + (3),1 +
(3),2+(3)}. EsgiltalsozB.1+2=0und 2-2 = 1. Esist

G = {(‘g 2) }a,c,deK,a%O%d} C GLy(K)

eine Untergruppe der invertierbaren (2 x 2)-Matrizen mit Koeffizienten in K. Sie diirfen
ohne Beweis verwenden, dass |G| = 12 gilt.

(1) Zeigen Sie, dass G auf der Menge X := {(u,v) | u,v € K} durch

(CCL 2) (u,v) :=(a-u,c-u+d-v) fur alle (Z 2) € G, (u,v) e X
operiert.

(2) Es sei z := (1,1) € X. Bestimmen Sie den Stabilisator G, C G und zeigen Sie,
dass |G.z| = 6 gilt.

(3) Bestimmen Sie die Menge der Fixpunkte X©.

(4) Entscheiden Sie, ob ein Element y € X mit |G.y| = 2 existiert.

Losung;:
. (a0 _(az O .
(1) Es seien g, = (61 d1) 92 = (02 d2> und (u,v) € X. Es gilt
91-(92-(u,v)) = g1.(az - u, 2 - u+do - v)
=(a;-ag-u,cr-ag-u—+dp-(co-u+ds-v))
= ((a1-az) - u,(c1-ag+dy - c2) -u+(dy - dy) - v)
= (9192)'(U7U)7
da

(a1 0 . a9 0 . ay +- as 0
$g2 = ¢ dy o dy) \ecr-as+dy-co dy-do)”
Weiter gilt e = (é (1)) mit

eg.(u,v) =(1-u,0-u+1-v)=(u,v).

Damit handelt es sich um eine Gruppenoperation.



(2) Esseig = (CCL 2) € G. Bsist g genau dann in G, wenn

(Ll)=az=gzx=(a-1,c-1+d-1)=(a,c+d)
gilt. Dies ist dquivalentzua = lund ¢ = 1 —d. Mitd € K \ {0} = {1, 2} folgt

=100 )G o)}

Nach der Bahnformel und dem Satz von Lagrange folgt
|G| 12

G| =|G/G,| =
Gl = 16/Cl = 1 =

(3) Fiir (Z 2) € G gilt

Damit ist (0,0) € X“. Es sei z = (r,s) € X ein Fixpunkt. Dann gilt

(r,s) =z= <(2) g) z2=2-10-r+2-5)=(r+r,s+s),

und damit r = 0 = s und insgesamt X¢ = {(0,0)}.

(4) Nach (2) existiert eine Bahn B; der Lange 6. Weiter existiert nach (3) genau eine
Bahn B, der Lange 1. Da die Bahnen der Operation eine Partition der Menge X
bilden und | X| = 9 gilt, muss X \ (B; U By) mit 2 Elementen auch die Bahn fiir
ein geeignetes y € X sein.

Die beiden Moglichkeiten fiir y sind (0, 1) und (0, 2) mit

G.(0,1) = {(0,1),(0,2)} = G.(0,2).

Dies lasst sich auch direkt nachrechnen, da

G.(0,1) = {(CC‘ 2) (0,1) | mc,déK,a,d;&O}
a-0,¢c-0+d-1)|a,e,de K,a,d#0}
0,d-1)|a,c,de K,a,d# 0}

0,d) | de K\ {0} ={1,2}}
0,1),(0,2)}.

o~ o~ o~~~
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Aufgabe 5. (2+2+3+3 Punkte) Es sei R # {0} ein kommutativer Ring.

(1) Wann heifsen zwei Ideale I, J von R teilerfremd? Geben Sie weiter die Definition
eines maximalen Ideals m von R an.

(2) Bestimmen Sie a,b € Zmitl =a-17+b-12.

(3) Existiert s € Z mit s = 2mod(17) und s = 3mod(12)? Falls ein solches Element
existiert, geben Sie ein solches Element mit Begriindung an.

(4) Es seien S # {0} ein kommutativer Ring, ¢: R — S ein Homomorphismus von
Ringen und p ein Primideal von S. Zeigen Sie, dass ¢ !(p) ein Primideal von R
ist. Sie diirfen dabei ohne Beweis verwenden, dass ¢! (p) ein Ideal von R ist.

Losung:
(1) Zwei Ideale I, J heifSen teilerfremd, falls I + J = R gilt. Ein Ideal m C R heifst
maximal, falls m C R gilt und fiir jedes Ideal I C Rmitm C [ C Rschon/ = R

ilt.
(2) %Vir verwenden den erweiterten euklidischen Algorithmus und erhalten
17=1-12+5
12=2-5+42
5=2-24+1
2=2-14+0.

Riickwiértseinsetzen ergibt
1=5-2-2=5-2-(12—-2-5)=5-5—-2-12
=5-(17—-12)—2-12=5-17—7-12.

(3) Nach (2) sind 17 und 12 teilerfremd. Damit sind die Ideale (17) und (12) tei-
lerfremd in Z. Damit liefert der chinesische Restsatz einen Isomorphismus von
Ringen

©: Z)(17-12) — Z/(17) x Z/(12) ; x4+ (17 - 12) — (z + (17), 2z + (12)).
Die Elemente s € Z mit
(24 (17),34 (17)) = @(s + (17-12))

sind genau die gesuchten Losungen der Kongruenzgleichungen. Mithilfe von (2)
konnen wir eine solche Losungen wie folgt konstruieren: Es gilt 1 = 5-174(—7) -
12. Wir setzen
§:=2-(=7-12)+3-(5-17).
Es gilt
s=2-(=7-12)=2-(1=5-17) = 2mod(17),



und
s=3-(5-17)=3-(1+7-12) = 3mod(12).
Damit ist s = 87 eine gesuchte Losung. Die Menge aller Losungen ist gegeben
durch
{87+ 2-204 | z € Z}.

(4) Es gilt p(1g) = 1g nach Definition eines Homomorphismus von Ringen. Da p
ein Primideal von S ist, gilt nach Definition p # S. Damit gilt 15 # p. Also ist
1p € ¢ (p). Damit gilt ¢~ '(p) # R. Es seien z,y € Rmit zy € »'(p). Da ¢ ein
Homomorphismus von Ringen ist, gilt

o(r) - p(y) = p(zy) € p.

Da p ein Primideal von S ist, gilt damit ohne Beschrankung der Allgemeinheit
¢(z) € p und damit z € ¢~ (p). Damit ist ¢! (p) ein Primideal von R.
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Aufgabe 6. (2+2+4+2 Punkte) Es sei
R:={> a;X' €R[X]|n€Np,ap,...,a, € Rmita; =0} CR[X].
i=0

(1) Zeigen Sie, dass R ein Unterring des Polynomrings R[X] ist. Sie diirfen dabei
voraussetzen, dass (R, +) eine Untergruppe von R[.X] ist.

(2) Zeigen Sie, dass X*? in R irreduzibel ist. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass
die Einheiten in R genau die Einheiten aus R[X] sind.

(3) Es sei S ein Integritdtsbereich. Geben Sie die Definition eines Primelements s in
S an. Zeigen Sie dann, dass X* in R kein Primelement ist.

(4) Beweisen Sie die Existenz eines Ideals I von R mit I # (h) fiir alle h € R. Hierbei
bezeichnet (h) das von h erzeugte Ideal in R.

Losung:
(1) Esgilt1 =0-X'+1-X°¢c R Esseien f,g € Rmit f = > " ja;X" und g =
> it biX". Wir schreiben f - g = S, X’ Dann gilt
Clzal'b0+(10‘b1:0'b0+a0'0:0

und damit gilt f - ¢ € R. Da (R, +) eine Untergruppe von R[X] ist, ist damit R
ein Unterring von R[X].

(2) Es gilt X* ¢ R = R[X]*. Nach Hinweis ist 0 # X® damit keine Einheit von
R. Es seien f,g € R mit X® = f - g. Es folgt aufgrund der Gradformel 3 =
deg(X?) = deg(f - g) = deg(f) + deg(g). Aufgrund von f, g € R gilt insbesondere
deg(f), deg(g) # 1. Damit gilt 0.B.d.A. die Gleichung deg(f) = 3 und deg(g) = 0
und damit g € R* = R[X]* = R*.

(3) Ein Element s € S heifit Primelement, falls s € S\ ({0} U S*) gilt und fiir alle
a,be€ Sauss|a-bbereits s | a oder p | b folgt.

Es gilt X3 |p X8, da X® € R. Weiter gilt X* und X® = X*. X*. Die Annahme -
X3 |p Xt liefert f € Rmit f- X? = X? = X - X3, also (f — X) - X3 = 0. Da
R C R[X] ein Integritdtsbereich ist und X? # 0 gilt, folgt damit X = f € R, dies
ist ein Widerspruch da X ¢ R.

(4) Nach (2) und (3) ist X® ein irreduzibles Element in R, das kein Primelement ist.
Damit ist R nach Vorlesung (Satz 3.4.5) nicht faktoriell und insbesondere kein
Hauptidealring (Satz 3.4.2). Also existiert in R ein Ideal, das kein Hauptideal ist.
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Aufgabe 7. (3+2+2+3 Punkte) Es sei a := \/1+ /3 € R.
(1) Essei f := 3X* — 6X? — 6. Zeigen Sie, dass f irreduzibel in Q[X] ist. Ist f auch
irreduzibel in Z[X]?
(2) Bestimmen Sie den Grad der Korpererweiterung Q(«) : Q.
(3) Zeigen Sie, dass 8 := /1 — /3 & Q(a) gilt.

(4) Zeigen Sie, dass Q(«) : Q keine normale Erweiterung ist.

Losung;:

(1) Wir definieren g := X* —2X? — 2. Da g als normiertes Polynom primitiv ist, folgt
mit dem Kriterium von Eisenstein fiir p = 2, dass g irreduzibel in Q[ X] und Z[X]
ist. Da 3 eine Einheit in Q[X] ist, ist damit auch 3¢ = f irreduzibel in Q[X]. Es
sind 3 und g keine Einheiten in Z[X], da Z[X|* = Z* = {—1, 1}. Damit ist f = 3¢
in Z[X] nicht irreduzibel.

(2) Es gilt

gla)= (V1 +V3)* =21+ V3)? —2=4+2V3-2(1+V3) -2 =0.

Da g normiert und, wie in (1) gezeigt, irreduzibel ist, ist g das Minimalpolynom
von «.. Wir erhalten 4 = deg(g) = [Q(«) : Q).

(3) Esgilt 1 = v/1 < +/3. Damitist 1 —v/3 < 0und 8 = /1 -3 ¢ R.Mit a € R gilt
Q(a) € R. Damit muss 5 ¢ Q(«) gelten.

(4) Es ist f nach (1) ein irreduzibles Polynom in Q[X], das in Q(«) die Nullstelle «
besitzt. Weiter ist

F(8) =31 -V3)' —6(\/1—v3)? —6=3(4—2v3) —6(1-3) - 6=0.

Damit § € C eine Nullstelle von f, die nach (3) nicht in Q(«) C C liegt. Damit ist
Q(«a) : Q nach Vorlesung (genauer Satz 5.5.2) nicht normal.












