Algebra I (LAG) Klausur vom 20.02.2025
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Hinweise

e Diese Klausur besteht aus 7 Aufgaben in denen jeweils 10 Punkte erreicht wer-
den konnen. Die mogliche Gesamtpunktzahl betragt also 70 Punkte.

e Bearbeiten Sie die Aufgaben bitte direkt unter der Aufgabenstellung. Sollte der
Platz nicht ausreichen, fahren Sie auf der entsprechenden Riickseite (oder Riick-
seite des vorherigen Blatts) fort und kennzeichnen Sie dies entsprechend.

e Begriinden Sie Ihre Aussagen.
e Die Bearbeitungszeit betrdagt 180 Minuten.

e Neben Schreibzeug, Ausweis/Studierendenausweis und Verpflegung diirfen kei-
ne weiteren Hilfsmittel mit an den zugewiesenen Arbeitsplatz genommen wer-
den.

e Sie diirfen innerhalb einer Aufgabe einen vorangegangenen Aufgabenteil auch
dann verwenden, wenn Sie diesen Teil nicht bearbeitet haben.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind
und setzen Sie bei jeder Aussage genau ein Kreuz. Richtig gesetzte Kreuze geben 1
Punkt und falsch gesetzte Kreuze geben keinen Punkt. Wenn Sie ein gesetztes Kreuz
korrigieren wollen, fiillen Sie die Box mit dem falsch gesetzten Kreuz aus und markieren

Sie die andere Box mit einem Kreuz.

(1) Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob diese fiir jeden kommutativen

Ring R # {0} richtig sind.

Ist a € R eine Einheit, so ist a kein Nullteiler. (0 wahr
Ist R ein faktorieller Ring, so ist R ein Hauptidealring. O wahr
Sind a,b € R\ {0}, so gilt ab # 0. O wahr
Sind I, J teilerfremde Ideale von R, so gilt I - J = R. O wahr

Ist p € P eine Primzahl, so ist Z/(p)[X] ein Hauptidealring. O wahr

O falsch

O falsch

O falsch

O falsch

O falsch

(2) Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob diese fiir jeden Korper K bzw.

jede Korpererweiterung L : K richtig sind.

Ista € K mita® —a =0,so gilta € {0,1}. O wahr
Es ist K mit der Multiplikation von K eine Gruppe. O wahr
Esist K ein Hauptidealring. O wahr
Ist L : K algebraisch und f € L|X]\ L ein Polynom, O wahr

so besitzt f mindestens eine Nullstelle in L.

Sind @, b € L mit a transzendent tiber K und b algebraisch [J wahr
uber K, so ist a + b transzendent tiber K.

O falsch

O falsch

O falsch

O falsch

O falsch
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Aufgabe 2. (4+3+3 Punkte) Es bezeichne Ss die symmetrische Gruppe auf der Menge
{1,...,8}. Es seien die Elemente o, := (1,2) o (2,5) o (7,8) und o5 := (6,8) 0 (4,3,5) o
(8,6) 0 (2,7) in Sg gegeben.
(1) Existiert ein Element 7 € Sg mit 7 o 0y o 77! = 03,7 Wenn ein solches Element
existiert, geben Sie ein solches Element an.
(2) Geben Sie ein Element o € Sg an, sodass o oo, in der alternierenden Untergruppe
Ajg von Sg enthalten ist.
(3) Schreiben Sie (0)? als Produkt von Zykeln mit paarweise disjunkten Tragern.
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Aufgabe 3. (3+3+4 Punkte) Es seien GGy, G2, H Gruppen und H sei zusétzlich abelsch.
Weiter seien
p1: Gy— Hund py: Go — H
Homomorphismen von Gruppen.
(1) Zeigen Sie, dass

N :={(z,y) € G1 x Gy | p1(x) = pa2(y)}

eine Untergruppe von G x G ist.

(2) Zeigen Sie, dass die Untergruppe N C G; x G5 aus (1) ein Normalteiler von
G1 X G2 ist.

(3) Berechnen Sie die Anzahl der Elemente in N fiir den Fall

<p1:Cg—>Cg;xl—>x4undg02: CuHCQ;yI—)yq

Hinweis: Es sei n € N. Nach Definition aus der Vorlesung ist C,, C (C\ {0},-)
die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Sie miissen nicht beweisen, dass ¢1, 2
Homomorphismen von Gruppen sind.
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Aufgabe 4. (3+3+4 Punkte)

(1) Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle abelschen Gruppen der Ordnung 2025 =
3%. 5%

(2) Schreiben Sie die Gruppe Cs x Ci12 X Cs bis auf Isomorphie als direktes Produkt
von zyklischen Gruppen von Primzahlpotenz.

(3) Bestimmen Sie die Anzahl aller Untergruppen von Z/(3) x Z/(3) und geben Sie
diese Untergruppen an.
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Aufgabe 5. (2+2+3+3 Punkte)

(1) Es sei R # {0} ein kommutativer Ring. Geben Sie die Definition einer Einheit a
in R und eines Nullteilers b in R an.

(2) Begriinden Sie, dass a, b € Z mit Ta+16b = 3 existieren. Sie miissen diese Element
nicht konkret angeben.

(3) Begriinden Sie, dass 7 + (16) eine Einheit in dem Ring Z/(16) ist, und 6 + (20)
keine Einheit in dem Ring Z/(20) ist. Bestimmen Sie weiter ein Element = €
{0,1,2,...,15} mit (x + (16)) - (7 + (16)) = 1z/(16)-

(4) Schreiben Sie das Element (4 + (17))* in der Form y + (17) mity € {0,...,16}.
Hinweis zur Notation: In Aufgabenteil (3) soll das Element = + (16) mit dem Element
7+(16) in Z/(16) multipliziert werden. In Aufgabenteil (4) soll eine Potenz des Elements
44 (17) in Z/(17) berechnet werden.
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Aufgabe 6. (2+3+2+3 Punkte)

(1) Es sei R ein Integritdtsbereich. Geben Sie die Definition eines irreduziblen Ele-
ments 7 in R an.

(2) Zeigen Sie, dass f := X" +2X°+10X +2 irreduzibel in Q[X] ist und untersuchen
Sie g :=5X" + 10X® + 50X + 10 auf Irreduzibilitit in Z[X] und Q[X].

(3) Essei0 # a € Cmita®+2a%+10a? 4 2« = 0. Zeigen Sie, dass [Q(a): Q] = 7 gilt.

(4) Es sei a wiein (3) und 8 € Q(«) \ Q. Bestimmen Sie [Q(3) : Q] und [Q(5?) : Q).
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Aufgabe 7. (3+2+2+3 Punkte)
(1) Wann heif3it eine endliche Korpererweiterung L : K Galoiserweiterung? Geben
Sie zwei dquivalente Definitionen an.
(2) Entscheiden Sie, ob Q(v/2 + 5) : Q eine normale Erweiterung ist.
(3) Entscheiden Sie, ob Q(+/2) : Q eine normale Erweiterung ist.
(4) Essei L : K eine Galoiserweiterung mit [L : K] = 27 und zyklischer Galoisgrup-
pe. Bestimmen Sie die Anzahl der Teilkorper (Q von L mit K C ) C L.












	
	
	
	
	
	
	

