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Einleitung

In der Linearen Algebra haben wir die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme der Form
Az =b

mit A € Mat,,xn(k) und z € k", b € k™ tber einem Korper k£ untersucht. In diesem Semester
werden wir die Losbarkeit von Polynomgleichungen in einer Variablen z studieren. Genau wie
die linearen Gleichungsystem, wurden auch Polynomgleichungen bereits in der Schule behandelt:
Eine quadratische Gleichung

?+pr+q=0 (p,q€R),

besitzt nach der p-¢g-Formel (oder Mitternachtsformel) genau die Losungen

2
p p
=24 /Eqec
M=V

Es stellt sich die Frage, ob man solche Formeln auch fiir Gleichungen der Form
(%) 2t an_ 12" T tan_ox" 24+ - +ajx4ag =0

mit Koeffizienten in beliebigen Korpern angeben kann. Fiir n=3, 4 gibt es derartige Formel, die im
16. Jahrhundert von G. Cardano (1501-1576), N. Tartaglia (1500-1557) und L. Ferrari (1522-1565)
hergeleitet wurden. Ist n > 5, so hat der norwegische Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)
gezeigt, dass man eine allgemeine Losungsformel fiir beliebige Koeffizienten ay, ..., a,—1 nicht
mehr finden kann.

Man beachte, dass dies nicht heifst, dass fiir jede Polynomgleichung von Grad > 5 keine allgemei-
ne Losungsformel existiert: Etwa besitzt die Gleichung

x° + a4a:4 + a3m3 + aga:Q + ala:l +ag=0

mit a; = ap = a3 = a4 = 0 tiber C die Losungsmenge Formel z;, = e 5 /—ap fur k € {0,...,4}.
Evariste Galois (1811-1832) fand eine zufriedenstellende Begriindung fiir die Entdeckung Abels
und konnte sogar beweisen, wann eine Polynomgleichung der Form (x) mit Koeffizienten in Q
eine ,Losungsformel” besitzt:

Theorem. Die Gleichung (x) besitzt eine Losungsformel genau dann, wenn die zugehorige Gruppe
G(ao, - .., an—1) eine sogenannte auflosbare Gruppe ist.

Ein Hauptziel dieser Vorlesung ist es, die notwendige Theorie zu vermitteln um den Hauptsatz
von Galois prazise formulieren und beweisen zu kénnen. Wir gehen dabei wie folgt vor:

(1) Wir beginnen mit dem Studium von Gruppen.
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(2) Die Losungen der Gleichungen sind Nullstellen von Polynomen. Deren Studium erfordert
Kenntnisse der Ringtheorie.

(3) Man kann immer Losungen konstruieren. Diese liegen in gewissen Korpern (in obigem Bei-
spiel C), deren Automorphismen unsere oben erwdhnten Gruppen definieren. Aus diesem
Grunde werden wir uns auch mit sogenannten Korpererweiterungen befassen.

Anmerkungen zu Vorlesungsinhalten und dem Skript.
¢ Kommentare sind herzlich willkommen.

¢ Die Vorlesung ist im grofiten Teil inhaltlich in sich geschlossen und orientiert sich an [1], [3]
und [4]. An geeigneten Stellen verweisen wir auf die Vorlesung ,Lineare Algebra LII” von
Richard Weidmann, die sowohl 2019/20 als auch 2020/21 gehalten wurde und online als
Skript zur Verfiigung steht.

* Beweise die farblich gekennzeichnet sind, wurden in der Vorlesung nicht gefiihrt. Dies hat
zweierlei Griinde. Entweder ist der Beweis sehr umfangreich und wurde deshalb aus Zeit-
griinden weggelassen oder der Beweis ist kurz und eignet sich deshalb gut fiir das Selbst-
studium.
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1 Grundlagen der Gruppentheorie

1.1 Untergruppen und der Satz von Lagrange

Definition. Sei G # @ eine Menge sowie i : { C(;'ax bC)v' :> z;

eine Abbildung!'. Das Paar (G, j1)
heifist Gruppe, falls gilt
(1) z(yz)=(zy)z fur alle z,y, z € G,

(2) es gibte € G mit
(i) ex=xfiurallex € G,

(ii) zujedem z € G gibtes ein 2’ € G mit 2’z =e.

Gilt lediglich (1), so heifst G eine Halbgruppe.

Lemma 1.1.1. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:
(1) Sinde, f € Gmitex =x = fefiirallex € G,sogilt e = f und ex = x = xefiirallex € G.
(2) Istx € Gund &', 2" € Gmit 2’z = e =a"z,s0gilt ' = 2" und 2’z = e = xa’.
Man nennt e das neutrale Element und = := ' das zu x inverse Element in G.
Beweis. (1) Sei x € G, dann existiert ein 2’ € G mit 2’z = e. Weiter existiert y € G mit yz’ = e. Wir
erhalten ye = y(2'z)e = (ya')(ze) = (ex)e = xe und damit ze = ye = y(2'z) = (y2’)z = ex. Sei

f € Gmit fo =« fur allex € G, so folgte = fe = f.
(2) Seiz € Gund 2’ € G mit 2’x = e. Es existiert y € G mit yz’ = e und mit (1) folgt

y=ye=y(a'z) = (ya')o = ex =z,
also z2/ = ya’ = e. Seien nun z” € G mit e = 2"z, so folgt " = 2"e = 2" (za’) = (2"x)2’ = ex’ =
x'. O
Beispiele. (1) (Z7 +>7 (Qu +)7 (Rv +)7 (Q \ {0}7 ')/ (R \ {0}7 ) sind Gruppen‘
(2) (No,+), (Z\ {0}, ) sind keine Gruppen.

'Wir unterdriicken g und schreiben ab oder a - b anstatt yi(a, b).



Definition. Eine Teilmenge H C G einer Gruppe G heifit Untergruppe von G genau dann, wenn
(H, i« m) eine Gruppe ist.

Bemerkung. Ist (H, g« ) eine Gruppe, so gilt nach Definition h1hy = p(hi, he) € H. Das heif3t
H ist abgeschlossen unter der Verkniipfung.

Lemma 1.1.2 (Das Untergruppenkriterium). Sei G eine Gruppe, H C G eine Teilmenge. Dann ist
H eine Untergruppe von G genau dann, wenn

(a) H#o,
(b) xy € H fiiralle x,y € H, und
(c) x=' € H fiirallex € H.
Beweis. Gelten (a),(b) und (c), so ist H # @ und mit h € H ist damit auch e = h~'h € H. Da sich

das Assoziativgesetz stets auf Unterstrukturen vererbt, ist H damit eine Untergruppe.
O

Beispiele. (1) Sein € N:={1,2,3,...}, sowie
8p:={o:{1,....,n} — {1,...,n} | oistbijektiv.}
Dann ist §,, zusammen mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe und
Stabg, (i) := {0 €8, | o(i)=i}
ist fiir jedes i € {1,...,n} eine Untergruppe.

(2) Sein € N. Die Menge der n-ten Einheitswurzeln 4., (C) := {exp(2mi’*) | 0 < m < n — 1} ist
eine Untergruppe von (C \ {0}, )

Lemma 1.1.3. Sei G eine Gruppe, U eine Menge von Untergruppen von G sowie S C G eine Teil-
menge. Dann gilt:

(1) (preq H is eine Untergruppe von G.

(2) Sei Ug die Menge aller Untergruppen von G, die S enthalten. Dann ist

(S) = m H

Helg
die kleinste Untergruppe von G, die S enthiilt.
(3) (S)={s{'--s5» | neNyp,s; € S,e; € {1,-1}}.



Beweis.
(1) Dies folgt durch Nachpriifen des Untergruppenkriteriums.
(2) Sei U C G eine Untergruppe von U die S enthdlt, so folgt U € g und damit (S) C U.
(3) Mit dem Untergruppenkriterium ldsst sich zeigen, dass
Vi={s]'---s;" | neNy,s; € S,¢;€{1,-1}}

eine Untergruppe von G ist, die S enthdlt. Das heifit V' € g. Sei nun U € 2g. Dann gilt
S C U und damit s7' ---s5» € U firallen € Ny, s; € Sund ¢; € {—1,1}. Insgesamt folgt
also (S) CV C Myeg, U = (5)-

0

Ist S eine endliche Menge, so bezeichnen wir mit |S| die Anzahl der Elemente von S. Ist G eine
endliche Gruppe, d.h. die zugrundeliegende Menge ist endlich, so heifit |G| die Ordnung von G.
Definition. Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe. Fiir x € G heifst
xH :={zh | he H}
die Linksnebenklasse von = in H. Analog definiert man die Rechtsnebenklasse von x in H als
Hz :={hz | he H}.

Wir schreiben
G/H :={zH | = € G}.

Ist G/ H endlich, so heifsit [G: H]:=|G/H| der Index von H in G.

Satz 1.1.4 (Lagrange, 1736-1813). Sei G eine endliche Gruppe, H C G eine Untergruppe. Dann
qilt
Gl = [c:H)H].
Beweis. Seien x,y € GG. Dann definiert
r~y ez lye H

eine Aquivalenzrelation auf G derart, dass [z] =z H fiir jedes = € G gerade die Aquivalenzklasse
von z ist. Damit ist
G= || 2

ZeG/H
die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen. Auflerdem ist fiir jedes = € G die Abbildung
fr:H—xzH ; h— zh
bijektiv. Damit folgt |G| =3 ;e p |Z|=2" e m 1HI =G H]|H|. O



Korollar 1.1.5. Sei G eine endliche Gruppe, K C H Untergruppen von G. Dann gilt

[G:K]|=[G:H|[H:K].

Beweis. Wir wenden Satz 1.1.4 mehrfach an und erhalten

g2 G IGHHE] gy
GK) = 11 = 11 | = (I )

1.2 Zyklische Gruppen

Definition. Eine Gruppe G heifsit endlich erzeugt, falls es eine endliche Menge S C G mit G =(5S5)
gibt. Die Gruppe G heifit zyklisch, falls es ein 2 € G mit G = ({z}) gibt. Wir schreiben dann
G=(x).

Beispiele. (1) Division mit Rest zeigt, dass jede Untergruppe H C Z zyklisch ist.
(2) Aus dem Satz von Lagrange folgt: Ist G eine Gruppe mit |G| € P Primzahl, so ist G zyklisch.

(3) (Q, +) ist nicht zyklisch: Angenommen (Q, +) ist zyklisch, so finden wir n,m € Nmit (;-) =
Q. Sei p € P eine Primzahl mit p { m. Dann gilt 2> # % fiir alle z € Z.

(4) Ahnlich wie in (3) zeigt man, dass (Q, +) nicht endlich erzeugt ist.

Definition. Sei G eine Gruppe, = € G. Ist (z) endlich, so heifit ord(z) :=|(x)| die Ordnung von x.
Andernfalls hat z unendliche Ordnung.

Satz 1.2.1. Sei G eine Gruppe sowie x € G. Dann gilt:
(1) Hat x endliche Ordnung, so gilt

ord(z) =min{n e N | 2"=e} und (z) = {2° = e,22,. .., 2°4@~1},
(2) Ist m € N ein Element mit x™ =e, so hat x endliche Ordnung und ord(z) teilt m.
(3) Hat x € G endliche Ordnung, so hat x* fiir jedes s € Z endliche Ordnung und es gilt

s ord(z)
ord(z®) = ggT(ord(z), s)’

(4) Ein Element x € G hat unendliche Ordnung genau dann, wenn alle Potenzen von x paarweise
verschieden sind.



Beweis.

(1)

(2)

Wir betrachten H:={n € Z | 2" =e}. Dannist H C Z eine Untergruppe und es gibt my € Ny
mit H = (mo)={mmo | m € Z}. Gilt mo=0, so folgt H={0} und die Abbildung

fZ—{(z); n—a"
ist injektiv. Damit hat = unendliche Ordnung, im Widerspruch zur Annahme.

Es gilt also mo > 0 und wir behaupten, dass (x) ={z" | 0<n<my—1}. Die Inklusion D folgt
aus Lemma 1.1.3(3). Sei h € (z). Dann existiert nach Lemma 1.1.3(3) ein s € Z mit h = z°.
Division mit Rest liefert ¢, 7 € Z mit s=gmo+r, wobeir € {0, ..., myo—1}. Es folgt dann

h=a®=(z™)z" = z".
Dies beweist die Behauptung und wir erhalten ord(z) <my.
Seien 0 < s<t<mg—1 mit 2°=a? gegeben. Dann gilt 0 <t—s <m—1 sowie
' =e.

Es folgt t—s € H und somit s =t. Mithin haben wir ord(z) =mo=min H N N.

Sei s € Z, dann existieren g € Z und 0 < r < m mit s = gm + r. Wir erhalten z* = (2")%2" =
x". Es folgt |ord(x)| < m. Wir schreiben nun m = gord(z) + r mit 0 < r < ord(z) und
erhalten e = 2™ = 2. Da r < ord(x) gilt, liefert (1) » = 0. Damit ist ord(z) ein Teiler von m.

Es sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit s € N. Dann gilt

(:CS)ord(x) — 25 ord(z) _ e
Damit hat 2° endliche Ordnung. Es sei nun
d := ggT(ord(z),s).
Der Satz von Bézout liefert a, b € Z mit d=a ord(z)+bs. Damit erhalten wir

X = €.

ord(z*)d _ xord(zs)bs _ (xS)ord(xs)b
Wegen (2) gilt ord(z®)d=ord(z)n fiir ein n € N. Wegen § € N folgt aufierdem

s de(z) _ (xord(z))% —e:

)

x
also gibt es m € N mit %d(x) =mord(z*®). Insgesamt erhalten wir somit
ord(xz) = ord(z®)dm = ord(z)mn
und daher m =n=1. Damit folgt ord(z*)d=ord(z)n=ord(x).
Sind alle Potenzen paarweise verschieden, so ist die Abbildung
[:Z —(z); n—a"

injektiv und z hat unendliche Ordnung. Gibt es n <m mit 2" =2, so folgt " =e und «
hat nach (2) endliche Ordnung.
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Satz 1.2.2. Sei G = (z) eine zyklische Gruppe.

(1) Jede Untergruppe H C G is zyklisch.

(2) Gilt |G|=mn, so ist fiir einen Teiler d von n

al3

Gd = <$ >

die einzige Untergruppe von G der Ordnung d.

(3) Gilt |G|=nund ist H C G eine Untergruppe, so existiert ein Teiler d von n mit H=G,.

Beweis.

(1)

Ist H #{e}, so existiert
no :=min{n € N | 2" € H}.

Wir behaupten: H = (z"°), wobei die Inklusion D aus Lemma 1.1.3(2) folgt. Sei h=2" € H.
Dann existieren ¢, € Z mit n=gno+r und r € {0,...,n9—1}. Es folgt 2" =h(2™)"9 € H.
Nach Definition von ng impliziert dies » =0, und damit h = (z™°)? € (z"°). Inbesondere ist
H damit zyklisch.

Wegen d|n gilt  =ggT(n, %) und Satz 1.2.1 liefert ord(z ¢ ) =d. Also hat G4 die Ordnung d.

Sei nun H C G eine Untergruppe der Ordnung d. Fiir d =1 gilt H = {e} = H;. Andernfalls
liefert (1) ein m € N mit H = (z™) und nach dem Beweis von (1) konnen wir m = min{t¢ €
N | 2! € H} wihlen. Dann gilt nach Satz 1.2.1(3)

n
d=ord(z™) = ———.
=) ggT(m,n)

Wie schreiben n=¢m+r mitr € {0,...,m—1}. Dann gilt
" =2""" = (™) e H.

Also ist " ein Element von H, was nach Wahl von m die Gleichung r = 0 impliziert. Wir
erhalten n=g¢m und ggT(m,n)=m. Dies liefert m=% und H =Gj.

Sei H eine Untergruppe der Ordnung d. Nach dem Satz von Lagrange ist d ein Teiler von n
und (2) impliziert H =GYy.

O]

Beispiel. Seien f,g € 83 die Permutationen gegeben durch f(2) = 1, f(1) = 2 und g(1) = 3,
g(3) = 1. Essind (f) # (¢9) Untergruppen von 83 der Ordnung 2. Damit ist 83 nach Satz 1.2.2 nicht
zyklisch.

Um zu sehen, dass Satz 1.2.2 zyklische Gruppen charakterisiert, benotigen wir einige Vortiberle-
gungen.



Definition. Fiir n € N sei

o(n):=[{se{l,....,n} | ggT(s,n)=1}|.

Die Funktion
0:N—N; n— @)

heifst Eulersche ¢-Funktion.

Lemma 1.2.3. Fiir jedes n € N gilt

n= ng(d).

dln

Beweis. Sei H = (h) eine zyklische Gruppe der Ordnung m, dann liefert Satz 1.2.1(3) fiir y = h*
mits € {1,...,m}
ord(y) = m < ggT(m,s) = 1.
Das heifst
(%) p(m) = [{y € H | ord(y) = m}|.
In den Ubungen wird gezeigt: Es gibt eine zyklische Gruppe G mit |G| =n. Sei x € G ein Erzeuger.
Ist nun y € G ein Element mit ord(y) =d, so gilt (y) =G4 und damit liefert (x):
p(d)=|{y € Ga | ord(y)=d}| =[{y € G | ord(y)=d}|
Wegen

G=| [{yeG | ord(y)=d}
din

erhalten wir n=|G|=3_,,, ¢(d). O

Definition. Sei G eine endliche Gruppe. Fiir d € N sei mit
og(d) :=|{z € G | ord(z)=d}|
die Anzahl der Elemente in G’ mit Ordnung d bezeichnet.

Satz 1.2.4. Sei G eine endliche Gruppe derart, dass fiir jeden Teiler d von |G| hichstens eine Unter-
gruppe der Ordnung d existiert. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Sei n:=|G/|. Fiir d|n mit og(d) #0 gibt es nach Voraussetzung genau eine Untergruppe G4
von G mit |G4|=d. Sei nun y € G mit ord(y)=d. Dann gilt (y) =G, und es folgt

og(d) ={z € G | ord(z)=d}| = |[{z € G4 | ord(z)=d}| = og,(d).

Da G, zyklisch ist, erhalten wir also (wie im Beweis von Lemma 1.2.3) oG (d) = o¢,(d) = ¢(d). Mit
Lemma 1.2.3 folgt nun

n=>Y od> Y  ed= >  ogld=n

dln d|n;oq (d)#£0 d|n;oq (d)#£0
Wir erhalten ° ;,, ©(d) = >_ .00 (a)20 0G(d) und damit 0 = >, (1= ©(d). Da ¢(n) = 1, gilt,
folgt og(n) # 0. Also gibt es ein z € G mit ord(x) =n und G = (z) ist zyklisch. O



1.3 Homomorphismen und Normalteiler
Definition. Eine Abbildung ¢ : G — G’ zwischen zwei Gruppen heifst Homomorphismus falls

p(zy) = p(z)p(y)

fir alle z, y € G gilt. Ein bijektiver Homomorphismus heifst Isomorphismus. In diesem Fall ist die
Umkehrabbildung ¢~!: G’ — G ebenfalls ein Homomorphismus.

Lemma 1.3.1. Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus. Es gelten die folgenden Aussagen.
(1) plec)=car
(2) p(z™Y)=p(x)"! fiiralle z € G.
(3) imp:={p(x) | = € G} ist eine Untergruppe von G'.
(4) ker p:= o~ eq)) ={x € G | p(x)=eq} ist eine Untergruppe von G.
(5) o~ (p(x)) = zkerp = {z2 | 2 € ker p} fiiralle x € G.
Beweis. Siehe [5, 3.2.39, 3.2.37] fiir die Beweise von (1)-(4). Wir zeigen (5). Sei z € G und y €

o Yp(x)), dannist y = zz~ 'y € rker p, da p(z7y) = o(z)"'p(z) = eq. Anderseits ist p(zz) =
o(r)p(z) = p(x) fur alle z € ker . O

Bemerkung. Nach Lemma 1.3.1 ist ein Homomorphismus ¢: G — G’ injektiv, genau dann,
wenn ker p = {eq} gilt.

Definition. Es sei G eine Gruppe. Ein Isomorphismus ¢: G — G heifst Automorphismus. Wir
bezeichnen mit §; die Permutationsgruppe von der Menge G'. Dann ist

Aut(G):={p € 8¢ | ¢ist Automorphismus}

eine Untergruppe von 8.

Beispiele. (1) exp: (Z,+) — (R\ {0},-) ; z — exp(z) ist ein Homomorphismus.

(2) ¢: (C\ {0},-) — (R\ {0},-); z — |z| ist ein Homomorphismus, der weder injektiv noch
surjektiv ist. Sei S! C C der Einheitskreis und 2 € C \ {0}, so gilt

P (p(2)) = zkerp = 28" = |z] exp(iarg(2))S" = |25,

da exp(iarg(z)) € S und S! eine Untergruppe von (C \ {0}, -) ist. Figur 1.1 zeigt die Fasern
von 2 und 3, 5 unter ¢ in der Gaufischen Zahlenebene.

(3) Sei k ein Korper, n € Nund GL, (k) die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen. Nach dem
Determinantenproduktsatz ist die Determinantenabbildung

det: (GLy(k),-) — (k\ {0},-) ; A+ det(A)
ein Gruppenhomomorphismus mit ker det = {4 € GL, (k) | det(A) = 1} =: SL,, (k).
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Abbildung 1.1: Fasern von 2 und 3.5 unter dem Homomorphismus ¢ aus Beispiel (2).

(4) Essein € N, 0 € §, und A(0) € GL,(R) die zugehorige Permutationsmatrix. Per Definition
gilt A(0) = (a;;) mita;; = §;(; fiirallei, j € {1,...,n}. Die Leibnizformel der Determinante
liefert det(A(o)) = sgn(o), wobei sgn(o) das Signum/Vorzeichen von ¢ bezeichnet (siehe [5,
3.3.5]). Nachrechnen zeigt, dass A(c)A(7) = A(o o 7) fir alle 0,7 € 8§, gilt. Nach (3) ist
damit auch sgn: 8,, — ({£1},-), 0 — sgn(o) ein Gruppenhomomorphismus (vergleiche [5,
3.3.9)).

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N C G heifst Normalteiler von G oder normal
in G, falls gilt
tNz ' =N VzeG.

In diesem Fall schreiben wir N < G.

Lemma 1.3.2. Sei G eine Gruppe und N C G eine Untergruppe. Folgende Bedingungen sind dqui-
valent:

(1) N C G ist normal in G.
(2) *N =Nz fiiralle z € G.
(3) znz~! € N fiiralle x € G.



Beweis. (1) = (2) und (2) = (3) folgen unmittelbar. Gelte also znz~! € N fiir alle z € G. Sei
y € G fixiert, dann erhalten wir direkt yNy~! C N.Seinunn € N, dann ist

1

n=yy 'ny)y’

=y(y ny ) Nyt eyNy
—_————

EN

Definition. Eine Gruppe G heifit kommutativ oder abelsch, falls
zy=yr Vzr,yei
gilt.

Beispiele. (1) H:=Stabg,(3) ist nicht normal in 83: Es sei 7 € H gegeben durch 7(1)=2, 7(2)=
1,7(3) = 3. Fiir die durch o(1) =1, 0(2) =3, 0(3) =2 gegebene Permutation o € 83 erhalten
wir

(coroo)(3) = (0or)(2) =o(1) = 1,

und somitcoroo ! & H.
(2) Ist S C G eine Teilmenge mit zSz~! C (S) fiir alle » € G, so ist (S) ein Normalteiler von G.
(3) Ist G eine abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe von G ein Normalteiler.

(4) Ist ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so sind Urbilder von Normalteiler wieder
Normalteiler. Insbesondere ist ker ¢ ein Normalteiler von G. Bilder von Normalteilern sind
in der Regel keine Normalteiler, wie schon das einfache Beispiel Stabg,(3) C 83 zeigt.

(5) Sein € N, dann ist A,, := kersgn <§,, ein Normalteiler von §,,. Die Gruppe A,, heifit die
alternierende Gruppe auf n Elementen.

(6) Sei G eine Gruppe. Fiir z € G heifit der Automorphismus

-1

G — G
b y = TyT

die Konjugation mit z. Inn(G) := {t, | = € G} ist ein Normalteiler von Aut(G). Sind
namlich ¢ € Aut(G) und z € G, so gilt

polzop = L) € Inn(G).

1.4 Die symmetrische Gruppe S,

Unser erster Satz besagt, dass jede Gruppe G als Untergruppe der Permutationsgruppe 8¢ aufge-
fasst werden kann.
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Proposition 1.4.1. Sei G eine Gruppe. Dann ist ¢ : G — 8¢, mit

p(x)(y) =y Vo,yel
ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
Beweis. Sei z € G. Wegen ¢(z)(z7ly) = y fiir alle y € G ist die Abbildung p(z) : G — G
surjektiv. Gilt fir y, z € G die Gleichung ¢(x)(y) = ¢(x)(z), so erhalten wir zy = 2z und somit

y = z. Mithin ist ¢p(z) € 8¢ und die Abbildung ¢ ist wohldefiniert. Wegen ¢(zy)(2) = (zy)z =
2(yz) = (@) (p(y)(2)) = [p(x) © p(y)](2) fir alle ,y, z € G folgt

p(zy) = () o p(y).

Damit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.
Ist z € ker ¢, so gilt p(z) =idg und somit e=idg(e) =¢(x)(e) =re=x. Also ist ¢ injektiv. O

Sei A eine Menge, o € § 4 eine Permutation. Dann heifst
supp(c) = {a € A | o(a) #a}

der Trager von o. Ist |supp(o)| = m > 2 und existiert a € supp(c) mit supp(c) = {o(a) | 0<
i < m—1}, so nennt man o einen m-Zykel. Die 2-Zyklen von 8 4 werden auch Transpositionen
genannt. Sind ay, . . . , a,, € A (m>2) paarweise verschiedene Elemente, so bezeichnet (a1, ..., an)
den durch

a a ¢ {ala 7am}
(at,...,am)(a) =4 a1 a=a;; 1<i<m-—1
ay a=am
definierten m-Zykel von A.
Bemerkung. Sind o, 7 € 84 Permutationen mit supp(c) Nsupp(7)=@,sogiltcor=100.

Folgende Resultate wurden bereits in der Linearen Algebra behandelt (siehe [5, 3.3.4]).

Satz 1.4.2. Sein € N.

(1) Ist o #id € §,,, s0 gibt es Zyklen o4, . .., o mit

t
og=o010---004 und supp(oc) = |_| supp(o;).
i=1

Diese Darstellung ist bis auf Reihenfolge eindeutig.

(2) Sind ay,...,a; € {1,...,n} paarweise verschieden, so gilt

ogo(al,...,ap) 00t = (o(ay),...,0(ar) Yo€ES,.
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(3) Die Gruppe S, wird sowohl von der Menge {(1,2),(1,3),...,(1,n)} als auch von
{(1,2),(2,3),...,(n—1,n)} erzeugt.

Beweis.?

(1) Sei o #id € 8,,. Wir definieren auf der Menge [1,n] := {1,...,n} eine Aquivalenzrelation
vermoge '
ar~gbiedieZmitb=o'(a).

Da o endliche Ordnung hat, gibt es zu a € [1, n| ein minimales m, € N derart, dass ¢ (a) =
a. Damit ist die Aquivalenzklasse [a], von a durch

(aly = {o'(a) | 0<i<m,—1}}
gegeben. Wir zerlegen [1, n] in seine Aquivalenzklassen: Es gibt ay, ..., a, € [1,n] mit [1,n]=
LIi_; [ailo. Fr j € [1,) mit m,, > 1 ist
0j = (aj,0(a;),0%(ay), ..., o™ 7" (a;))

nach Wahl von my; ein m,;-Zykel mit supp(o;) = [a;],. Es sei J:={j € [1,{] | mq; >1}.
Wegen o #id gilt J # @. Wir betrachten 7:=][ ., ;. Aufgrund obiger Bemerkung spielt die
Reihenfolge der Faktoren keine Rolle. Dann gilt supp(7) =[ ;< ; supp(c;) =supp(o).

Ist a € supp(o), so gibt es also genau ein jy € J mit a € supp(oj,) = [a;,]o. Damit folgt
oj(a)=a fur j € J~{jo} und wir erhalten

(@) =loj0 ] oilla) =aj(a) = o(a).
J€I~{jo}

Wegen supp(7) =supp(c) impliziert dies o =7.

Istnun o =7y o - - - o 7y, eine weitere derartige Zerlegung, so ist {supp(r;) | i € [1,m]} die
Menge der Aquivalenzklassen von ~, mit mindestens 2 Elementen. Insbesondere gilt m = [
und es existiert eine Bijektion f: {1,...,l} — {1,...,1} mit supp(o;) = supp(7y(;) fiir alle
ie{l,...,l}.Seiie{l,...,l}, dann gilt

und damit
oi(a) = oi(o1 -+ 0i-10i41 - 01)(a) = Tyy (T1 - Ty —1T(i)+1 - - ) (@) = Ty (@)

fiir alle a € supp(0;) = supp(7y(;) ). Trivialerweise gilt 0;(b) = 7(;)(b) fiir alle b & supp(o;) =
supp(7f(;)) und damit o; = 74(;). Dies liefert die Eindeutigkeit der Zerlegung.

(2) Seiz € supp(o o (ay,...,ar) oo~ 1). Dann gilt [0 o (a1,. .., as) o 0 !](z) #z und somit

(a1,...,ap) 00 H(z)#o 1 (z).

Der Beweis verwendet implizit Gruppenoperationen, die wir erst spater behandeln werden. Es lohnt sich also diesen
Beweis erneut zu lesen, wenn wir Gruppenoperationen studiert haben.
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Dies bedeutet 0~ (z) € {a1,...,a,} und z € o({ay,...,as}). Wir erhalten damit supp(o o
(a1,...,ap) o0~ t) ={o(ar),...,o(as)} sowie

oo(ay,...,a)) 00 Ho(a;)) = { U(SC(LZLS) :77:<€
Dies bedeutet o o (a1, ...,a;) oot =(a(a1),...,o(as)).
(3) EsseiT C §,, die Menge der Transpositionen. Ist (a1, ..., a;) ein t-Zykel, so gilt fiir ¢ >3
(a1y...,a¢) = (a1,...ai—1) o (az—1,ay).
Induktion nach ¢ liefert (a1, ..., a;) € (T) und (1) impliziert damit 8,, = (T').
Seien nun 1<i <j € [1,n]. Aus (2) folgt
(1,4) o (1,7) o (1,4) = (i,]),
und somit 7' C ({(1,7) | i € [2,n]}). Mithin haben wir §,,=({(1,7) | i € [2,n]}).

Fir (> 3 gilt
(1,0) = (—1,0) 0 (1,£—1) 0 (£—1,0).

Dies liefert per Induktion nach ¢
(1,0) € ({(1,2),(2,3),...,(t—=1,0)})
und damit 8, =({(1,2),(2,3),...,({—1,0)}).
O
Beispiele. (1) EsgiltSg > (1,2,3,4)(4,5,1,3)(7,5,8)(1,2) = (1,3)(2,4,5,8,7)(6)(9) = (1,3)(2,4,5,8,7).
(2) Es gilt fiir i # j ungleich 1 die Gleichung (1,4)(1,7)(1,4) = (¢,j) und damit
(1,2,4,5,8,7) = (1,2)(2,4)(4,5)(5,8)(8,7)
= (1,2)[(1,2)(1,4)(1, 2)][(1, 4) (1, 5) (1, H][(L, 5)(1, 8)(1, 5)][(1, 8)(1, 7)(1, 8)].
(3) Es gilt fiir i > 3 die Gleichung (1,i) = (: — 1,4)(1,7 — 1)(i — 1,14).
(4) Nach Satz 1.4.2(2) sind je zwei Zyklen gleicher Lange zueinander konjugiert.

1.5 Faktorgruppen und Isomorphiesatze

Sei GG eine Gruppe, N C G eine normale Untergruppe. Dann erhilt die Menge
G/N ={xzN | z € G}

vermoge
(xN).(yN) := zyN

die Struktur einer Gruppe. Diese Gruppe heifst Faktorgruppe von G nach N. Die Abbildung
m:G— G/N; z—aN

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker 7 = N. Wir nennen 7 die kanonische Pro-
jektion.
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Bemerkungen. (1) Obige Zuordnung ist wohldefiniert, da N ein Normalteiler von G ist: Sind
g1, 92, h1, he mit gt N = goN und h1 N = haN, so gilt g7 'go, by 'he € N und damit

(91h1) " (92h2) N = by gy ' gaha N = (hy 'ha)(hy ' (g7 'g2)ha) N = N,
da N ein Normalteiler ist. Das heifst g1h1 N = gohoN.
(2) Das Einselement ist durch ey = N gegeben, zudem gilt (¢ N) ™' =z~ N fiir jedes z € G.

(3) U := Stabg,(3) ist kein Normalteiler von 83 und die Zuordnung
83/U x 83/U — 83/U, (cU,TU) — oTU
nicht wohldefiniert: Es gilt (1,3)U = (1,2,3)U aber

(1,3)(1,3)U = U # (1,2,3)U = (1,3,2)(1,3,2)U.

Satz 1.5.1. Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus von Gruppen, N C G ein Normalteiler mit
N C ker . Dann existiert genau ein Homomorphismus ¢ : G/N — G’ derart, dass @ o m = gilt.
Das heifst wir erhalten das kommutative Diagram

G % G’
Jﬂ e
G/N

Beweis. Da 7 surjektiv ist, ist die Abbildung ¢ eindeutig bestimmt. Dementsprechend setzen wir
o(zN) :=p(x) Vzed.
Gilt N =yN, so folgt nach Voraussetzung z7ly € N C ker . Damit erhalten wir
p(a) = p(z)p(a'y) = plra™"y) = p(y).

Also ist ¢ wohldefiniert. Die restlichen Behauptungen ergeben sich durch direktes Nachrechnen.
O

Korollar 1.5.2. Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus. Dann ist

_ [ G/kerp — &
| zkere = p(x)

ein injektiver Homomorphismus mit im ¢ =im (.
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Beweis. Nach Satz 1.5.1 ist ¢ wohldefiniert. Da 7: G — G/ ker ¢ surjektiv ist, folgt im ¢ = im(@o
) = im@. Ist v ker ¢ € ker ¢, so gilt ex = () und damit x € ker . Das heifit x ker ¢ = ker p =
€G/ker o O

Beispiel. (1) Ubungsaufgabe: Mithilfe von Korollar 1.5.2 lasst sich zeigen, dass fiir jede zykli-
sche Gruppe G geanu ein n € Ny mit G = Z/(n) existiert.

(2) Ist ¢: G — G’ ein surjektiver Homomorphismus zwischen endlichen Gruppen, so ist nach
dem Satz von Lagrange und Korollar 1.5.2 die Ordnung von G’ ein Teiler der Ordnung von
G.

(3) Ist p: Z/{12) — Z/(7) ein Homomorphismus, so gilt ¢(x) = 07,7 fiir alle x € Z /(7).

Seien S1, S2 C G Teilmengen einer Gruppe G. Dann definieren wir

5155 := {8182 | s; € 55,1 € {1,2}}.

Satz 1.5.3 (Erster Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe, N C G ein
Normalteiler. Dann gilt:

(1) NH ist eine Untergruppe von G.
(2) N N H ist ein Normalteiler von H.

(3) Die Abbildung
( HHINNH — NH/N
Y1 s(NNH) — 2N

ist ein Isomorphismus.

Beweis.
(1) Esiste € NH.Sind n,n’ € N und h,h’ € H, so erhalten wir
(nh)(n'k') = (nhn’h~Y)hh/ € NH,

sowie
(nh)t=h"In"t = (W n"th)h " e NH.

(2),(3) Esist N C NH ein Normalteiler der Gruppe NH. Sei o : H — NH/N die Restriktion der
kanonischen Projektion 7 : NH — NH/N. Wegen

nhN = h(h~'nh)N = hN = o(h)

fir h € H und n € N ist o surjektiv. Ferner gilt ker o = (ker ) N H = N N H. Damit liefert
Korollar 1.5.2 das Gewiinschte. Weiter ist damit N N H = ker o ein Normalteiler von H.

O]
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Satz 1.5.4 (Zweiter Isomorphiesatz). Es seien N C M Normalteiler der Gruppe G. Dann gilt:
(1) M/N ist eine normale Untergruppe der Gruppe G /N.
(2) Es gibt einen Isomorphismus (G/N)/(M/N) — G/M.
Beweis. Es seien m); : G — G/M und ny : G — G/N die kanonischen Projektionen. Wegen
N C M =ker )y liefert Theorem 1.5.1 genau einen Homomorphismus 75 : G/N — G /M derart,

dass 7y o my =m)s. Es gilt also
am(xN)=azM Vzed.

Damit ist 7y surjektiv und ker 7 = M/N. Nach Korollar 1.5.2 ist die induzierte Abbildung
(G/N)/(M/N) — G/M ein Isomorphismus. O

1.6 Produkte von Gruppen

Es sei A eine Menge, (G)aen eine Familie von Gruppen. Dann erhilt die Menge

[1Gr={(@)rea | 2a€Gr VAEA}
AEA

die Struktur einer Gruppe vermoge

(@a)rea(Wr)rea = (TAYA)reA-

Diese Gruppe nennt man das (duflere) Produkt der Familie (G)xea.-
Sei \¢ € A. Dann gilt:

Die Abbildung

AFE AN
Lxo G)\O — H G Lko(l’))\ = { ei)\ )\f)\g
AEA

ist ein injektiver Homomorphismus.

* 1),(G),) ist ein Normalteiler von [, G-

(Uaea ta(Gr)) ={(zr)ren | zr=ceg, fiir alle bis auf endlich viele A € A}.

00 (Go) N {Uyueng tu(Gr)) = e}

Lemma 1.6.1. Sei A eine endliche Menge, (Gx) e eine Familie von normalen Untergruppen einer
Gruppe G derart, dass

(i) G=(Uyecr Gr), und
(i) GAN(U,z2 Gy ={e} VA€EA.
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Dann gibt es einen Isomorphismus []cy Gx — G.

Beweis. Aufgrund von (i) gilt G\ N G, = {e} fiir alle A # p. Fir x € G, und y € G, folgt wegen
der Normalitdt von G und G, also

zyrtyt e GANG,={e}.
Dies bedeutet zy=yx Vz € G,y € G, A # p. Wir betrachten nun die Abbildung

(A)rer — H,\eA T

Da A endlich ist, ist ¢ wohldefiniert. Zudem gilt

e((@A) ) = e((@ayn)) = H TAYN = (H IL”A)(H Yx)

A€A A€A A€A

= @(@n)e((yr)-

Damit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Fiir A € A erhalten wir
[poun](x)=z VzeGq),,

und daher G\ C im ¢. Dies impliziert | J ., Gz C im ¢ und (i) liefert G =im ¢.
Seinun (z))xen € ker . Dann gilt [, ., 21 =e. Fiir \g € A erhalten wir

2= [[ o5t € Grn (| Ga) 2 {e}

A#Xo AFAo

und somit () xep = €[], 5 G- Mithin ist ¢ injektiv und daher ein Isomorphismus. O

Lemma 1.6.2. Seien N, H Gruppen sowie v : H — Aut(N) ein Homomorphismus von Gruppen.
Dann erhilt N x H vermoge

(n,h)(n', ') := (ny(h)(n'),hh') V¥ n,n € N,h,h' € H

die Struktur einer Gruppe.

Bemerkung. Man schreibt N %, H und nennt diese Gruppe das semidirekte Produkt von N und
H beziiglich . Wir werden in der Notation ~ oft unterdriicken.
Beweis. Es gilt e=(en, exr):
(ensen)(n, h) = (env(en)(n),enh) = (idn(n), h) = (n, h).
Ist (n, h) € N xH so erhalten wir
@ D0k = (B () m) b ) = () (), en)
= (v(h ) (en) en) = (en,en).
Das Assoziativgesetz folgt durch direktes Nachrechnen. O
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Bemerkung. Man kann zudem zeigen:
(i) mg : NxyH — H ; g (n, h)=h ist ein surjektiver Homomorphismus.

(i) tn : N — NxyH ; tn(n)=(n,epq) ist ein injektiver Homomorphismus derart, dass im ¢y =
ker Ty gilt.

(iil) ¢y : H — NxyH ; tg(h)=(en,h) ist ein Homomorphismus mit 7y o ¢ = idg. (Insbeson-
dere ist ¢y injektiv.)

Beispiele. (1) EsseiV ein euklidischer R-Vektorraum sowie

Iso(V) :={p €8y | llp(x)—e)ll=llz—yll Y2,y €V}

die Gruppe der Isometrien. Dann ist O(V):={¢ € Iso(V') | ¢ linear} eine Untergruppe von
Iso(V) und
7:0(V) — Aut((V,+)) 5 v ¢

in die Automorphismengruppe der dem Vektorraum V' zugrundeliegenden abelschen Grup-

~

pe (V,+) ist ein Gruppenhomomorphismus. In der Linearen Algebra zeigt man Iso(V') =
Vx0O(V), indem man die Elemente von V' als Translationen interpretiert (vergleiche [5, 9.7.9]).

(2) Essei N eine abelsche Gruppe, H := (%1, -) die zyklische Gruppe der Ordnung 2. Dann ist
v:H — Aut(N) ; v(1) =idy,v(~1)(n) =n"'VYne N
ein Homomorphismus und Dy :=N x., H heifit Diedergruppe zu N. Es gilt also
(n1, h1)(ng, ha) = (nihingh*, hihg).
Fiir N=7/(n) schreibt man D,,:= Dz ).

Lemma 1.6.3. Sei G eine Gruppe, N C G ein Normalteiler sowie H C G eine Untergruppe. mit
(i) NH=G, und
(ii) NN H={e}.
Dann existiert ein Homomorphismus v: H — Aut(N), sodass ¢ : Nx,H — G ; (n,h) — nh

ein Isomorphismus ist. Wir schreiben in diesem Fall N x H = G.

Beweis. Sei h € H. Da N normal in G ist, ist die Abbildung
th: N — N ; n— hnh™!
ein Automorphismus von N. Damit ist
t:H— Aut(N); h
ein Homomorphismus. Es bezeichne N x, H das zugehorige semidirekte Produkt. Es gilt nun
p((n1, ) (n2, ha)) = @((nihinohi hihs)) = mhinahs = o(n1, hi)p(na, ha).

Damit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Wegen (i) ist ¢ surjektiv; Eigenschaft (ii) impliziert
die Injektivitdt von ¢. .
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Beispiel. Sei n > 3. Wir betrachten erneut surjektiven Homomorphismus sgn: 8,, — ({£1},-).

Der Satz von Lagrange zusammen mit Korollar 1.5.2 liefert |A,| = |kersgn| = | {|i”1|}| ol Fiir

-2
jede Transposition 7 € §,, folgt mit Lemma 1.5.3 und Lemma 1.6.3 die Gleichheit A,, x (1) = §,,.

1.7 Operationen von Gruppen und die Klassengleichung

Definition. Sei G eine Gruppe, X # @ eine Menge. Eine Abbildung
GxX — X ; (g,z) — g
heifst Operation von G auf X, falls gilt:
(1) g.(h.x)=(gh).x VYg,he G,xe€ X,
(2) eex=2 Ve X.

In diesem Fall nennen wir X eine G-Menge.

Beispiele. (1) Die Gruppe 8, operiert auf der Menge X := {1,...,n} durch Anwendung 3, das
heift
oi:=o0(i) YoeS§, VielX.

(2) Sei G eine Gruppe. Dann wird durch
gxr:=gx VgxeG
eine Operation von G auf G definiert (Operation durch Linksmultiplikation).
(3) Sei G eine Gruppe. Dann wird durch
gr:=grg Vg zeG

eine Operation von G auf G definiert. (Operation durch Konjugation)

Lemma 1.7.1. Sei G eine Gruppe, X # & eine Menge.

(1) Ist GxX — X ; (g,2) — g.x eine Operation von G auf X, soist p : G — S8x ; ¢(g)(z)=
g.x ein Homomorphismus.

(2) Ist ¢ : G — 8 x ein Homomorphismus, so definiert
GxX — X 5 (9,2) = ¢(g)(z)

eine Gruppenoperation.

*Diese Operation kam bereits im Beweis von 1.4.2 zur Anwendung.
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Beweis.

(1) Fiirjedes g € G ist

eine Abbildung. Es gilt p(e) =idx, sowie

(*)  @(gh)(z) = (gh).x = g.(h.z) = [p(g) o p(h)|(z) Vg,he€ G,z e X.

Insbesondere folgt ¢(g) o p(g71) = idx = ¢(g7') o ¢(g). Damit erhalten wir ¢(g) € Sx fiir
jedes g € G. Zudem zeigt (), dass ¢ ein Homomorphismus ist.

(2) Analog.

Definition. Sei X eine G-Menge, x € X. Dann heifst
Gz :={g.x | g€ G}

die Bahn von z. Ferner ist
G, := Stabg(z) :={g € G; gr=1}

eine Untergruppe von G, die Isotropiegruppe von = oder der Stabilisator von x. Man schreibt
X/G:={G.x | v € X}
tiir die Menge der Bahnen. Weiter bezeichnen wir fiir g € G mit X9 die Menge
X9 :={re X |gx=ux}

Die Operation heifst transitiv, falls ein z € X mit G.x = X existiert. Weiter heifit die Operation
treu, falls g.z = x fiir alle z € X bereits g = e impliziert.

Lemma 1.7.2 (Bahnformel und Burnsides Lemma). Sei X eine G-Menge und x € X.

(1) Die Abbildung
| G/Gy, — Gux
' gG, +— g

bijektiv.
(2) Ist G endlich, so ist |G.x| ein Teiler der Gruppenordnung.
(3) Sind X und G endlich, so gilt
1X/61 = 55 217

geG
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Beweis.

(1) Wir zeigen zunichst, dass ¢ wohldefiniert ist. Seien g,h € G mit gG, = hG,. Dann gilt
g~ 'h € G, und somit (¢~ 1h).z=x. Also folgt

gx=gllg~'h).x] = (g(¢"'h)).x = h.a.
Seien nun g, h € G mit ¢(g) =p(h) gegeben. Dann gilt g.x =h.z und daher
(g ')z =g (ha)=g (g2)= (g7 g)x = ez =2

Damit haben wir g~ 'h € G, und somit ¢G, = hG,. Die Abbildung ¢ ist also injektiv.

Die Surjektivitdt von ¢ folgt unmittelbar aus der Definition.
(2) Dies folgt unmittelbar aus (1) und dem Satz von Lagrange.
(3) Wir definieren auf X eine Aquivalenzrelation durch
r~y:JgeG@mity=g.x.

Dann ist fiir z € X, die Menge G.z gerade die Aquivalenzklasse [z] von x und wir erhalten

(x) X = |_| G.x.
G.zeX/G
Es gilt
SMIXN=> HyeX|gy=y}=Hgv) |geCGyeX gy=y}
geG geG
e G
:Z\{gemg.y:y}\ NALDS " |
yeX yeX yEX
ytel > Z Gl > Z = |G[|X/G].
AeX/GaeA AeX/GaeA

Definition. Sei X eine G-Menge. Dann heifst

C.={reX | gz=xzVgeG}= ﬂXg
geG

die Menge der Fixpunkte von X.

Satz 1.7.3. Sei X eine endliche G-Menge. Dann gilt

X =1x%+ > [G:Gdl.
G.zeX/G,|G.x|#1
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Beweis. Wegen = € G.x gilt
re X% e |Gal=1.

Mit X = | g ,ex/q G-z folgt also

X% = |_| G.x
G.2eX/G,|G.x|=1

und Lemma 1.7.2 impliziert

X=X+ Y Gal =X+ D (GG,
|G.z|#1 |G.x|#1

wie behauptet.

Definition. Operiert G auf G durch Konjugation so heifst
Zg(x) =Gy ={g € G | gzr=ug}
der Zentralistor von z in G. Ferner nennt man
Z(G):=G° ={x G | gr=xg Vg€ G}

das Zentrum von G.

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1.7.3 ist die sogenannte Klassengleichung:

Korollar 1.7.4 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt

Gl =12+ Y [G:Za(x)).
|G.alA
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Beispiel (A Necklace Problem). Es seien n, m € N. Wir farben die Zellen eines farblosen Gliicksrads
R mit m Zellen ein (siehe Figur 1.2). Dazu stehen uns n verschiedene Farben zur Verfiigung.

Abbildung 1.2: Farbloses Gliicksrad R mit m = 6 Zellen und eine mogliche Farbung.

Im Folgenden untersuchen wir die Frage, wie viele bunte Gliicksrdder wir auf diese Weise er-
halten.
Zwei Einfarbungen von R ergeben dasselbe farbige Gliicksrad, genau dann, wenn sich eine Farbung
durch Drehung aus der anderen Farbung um ein Vielfaches von 3%0° ergibt (siehe Figur 1.3).

m

Abbildung 1.3: Drei verschiedene Einfirbungen von R. Nur die ersten beiden Einfarbungen be-
schreiben dasselbe bunte Gliicksrad.

Wir formulieren diese Fragestellung algebraisch. Dazu nehmen wir an, dass R in R? um den

Nullpunkt zentriert ist. Es sei G die n-elementige Drehgruppe die von der Drehung o im R? um
%o erzeugt ist. Wir bezeichnen mit X die Menge der moglichen Farbungen von R. Die Gruppe
G wirkt in natiirlicher Weise auf X und die Anzahl der Bahnen ist genau die Anzahl der verschie-
denen bunten Gliicksrader, die wir erhalten konnen. Wir sind also an der Machtigkeit von X/G
interessiert. Wir wollen die Zahl im Speziallfall m = p € P Primzahl auf zwei verschiedene Weisen
bestimmen.
Zunichst gilt |X| = nP, da wir bei jeder Zelle die Wahl zwischen n Farben haben. Sei z € X¢
ein Fixpunkt. Dann gilt insbesondere o.x = x. Damit haben je zwei benachbarte Zellen von x
dieselbe Farbe. Damit sind die Fixpunkte genau die einfarbig gefarbten Gliicksrdder und somit
gilt | X% = n. Sei nun G.z € X/G mit |G.z| # 1. Dann ist 1 # |G.z| = [G : G,] ein Teiler der
Gruppenordnung |G| = p und somit [G : G;] = p. Wir schlieflen mit Lemma 1.7.2

n’ = |X| = X% + Y GG =X+ (1X/Gl X )p = n+ (| X/G| —n)p
G.zeX/G;|G.x|#1
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und somit
n?+np—n

b
Nun berechnen wir | X/G| mithilfe von Burnesides Lemma. Sei dazu x € XY fiirein g € G \ {e}.
Dann ist nach dem Satz von Lagrange g ein Erzeuger von G, das heifit es existiert [ € N mit ¢! = o.
Es folgt 0.2 = g'.7 = x und somit folgt wie oben, dass jede Zelle von = dieselbe Farbe besitzt. Also
gilt | X9 = n und das Lemma von Burnside liefert

[ X/G| =

1
|G

1 1 n’ +np—n
ST IX = (X + (p = 1)n) = —(n + (p— Dn) = =,
v p p p

[ X/G| =

Dieses Beispiel zeigt, dass sich bei Gruppenoperationen einige Untersuchungen vereinfachen konnen,
wenn G eine Gruppe von Primzahlordnung ist. Im ndchsten Abschnitt widmen wir uns dem sys-
tematischen Studium von Gruppen deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist.
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2 Strukturtheorie endlicher Gruppen

2.1 p-Gruppen

Definition. Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G heifit p-Gruppe, falls es ein n € Ny mit
|G| =p" gibt.

Lemma 2.1.1. Sei G# {e} eine endliche p-Gruppe. Ist X eine endliche G-Menge, so gilt

| X| = |XG| mod(p).

Beweis. Nach 1.7.3 gilt
(+) 1X]=1X%+ ) [G:Gal.
|G.z|#1

Wegen 1.7.1 erhalten wir |G.z| =[G : G;] und nach Voraussetzung damit p|[G : G,] fir |G.z| # 1.
Nun liefert (x) die Behauptung. ]

Korollar 2.1.2. Sei p eine Primzahl und G # {e} eine p-Gruppe.
(1) Dann gilt Z(G)#{e}.
(2) Gilt |G| = p?, so ist G abelsch.

Beweis.

(1) Wir schreiben |G| = p™ mit n € N. Die Gruppe G operiert auf X := G\ {e} durch Konjugati-
ondagrg l=ecz=ce¢ gilt. Wir erhalten mit Lemma 2.1.1 die Gleichung

—1=|X% mod(p).
Das heifit @ # X¢ = Z(G) \ {e}.

(2) Nach (1) ist |Z(G)| € {p, p*}. In den Ubungsserien wird gezeigt, dass G/Z(G) nicht zyklisch
ist. Da Gruppen von Primzahlordnung zyklisch sind, folgt |G/Z(G)| # p und damit |Z(G)| =
p?,dh. Z(G) =G.

O
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2.2 Die Satze von Sylow

Ist G eine endliche Gruppe, so wissen wir nach dem Satz von Lagrange, dass fiir jede Untergruppe
U von G die Ordnung |U| ein Teiler von |G| ist. Es ist daher nur natiirlich folgende Fragestellungen
zu untersuchen:

* Existiert fiir einen Teiler / von |G| stets eine Untergruppe der Ordnung [?
¢ Wie viele Untergruppen von G derselben Ordnung gibt es?
¢ Sind gegebene Untergruppen derselben isomorph bzw. strukturgleich?

Beispiele. (1) Wir definieren V} := {id, (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4),(1,4)(2,3)} C 84. Direktes Nach-
rechnen zeigt, dass V; eine Untergruppe von 8, ist. Da |V,| = 22 gilt, ist V abelsch. Mit Satz
1.6.1 erhalten wir

Va=((1,2)(3,4)) x ((1,3)(2,4)) = Z/(2) x 2/(2) # Z/(4) = ((1,2,3,4)).

Damit enthélt die 84 mindestens zwei Untergruppen der Ordnung 4, die nicht isomorph
sind.

(2) Angenommen die alternierende Gruppe A4 < 84 von Ordnung 12 enthélt eine Untergruppe
N C A4 von Ordnung 6. Damit gilt [A4 : N] = 2 und N ist bereits ein Normalteiler in A4
(!). Da Ay alle acht 3-Zyklen der 8, enthilt, gibt es mindestens einen 3-Zykel in o € A4 \ N.
Es gilt |(0)| = 3und N N (o) = {id} nach dem Satz von Lagrange. Nun liefert uns Satz 1.5.3
bereits |N(o)| = |N||(c)| = 18, ein Widerspruch zu N (o) C Aj.

Definition. Sei G eine endliche Gruppe.

(1) Sei p € N eine Primzahl mit |G| = p™¢ ; p { q. Eine p-Untergruppe S C G heifit Sylow
p-Untergruppe, falls | S|=p™ gilt.

(2) Es sei mit Syl,(G) die Menge der Sylow p-Untergruppen von G bezeichnet.
(3) Ist H C G eine Untergruppe der Gruppe G, so heifst
Ne(H):={g€G | gHg™' = H}

der Normalisator von H in G. Damit ist Ng(H) eine Untergruppe, die H als Normalteiler
enthalt.

Istnun S C G eine Sylow p-Untergruppe und gilt |G| =p™ ¢ mit p{q, so folgt nach 1.1.5
[G:S]=q und [G:Ng(9)]lg.

Satz 2.2.1 (Die Sylowschen Sétze). Sei G eine endliche Gruppe, p € N eine Primzahl mit |G| =
p™q ; ptq. Dann gilt:

(1) Fiir jedes n € {1,...,m} gibt es eine Untergruppe H C G mit |H|=p".

(2) Ist H C G eine p-Untergruppe und S C G eine Sylow p-Untergruppe, so gibt es x € G mit
rHz™ ' C S (& H C 2 'Sx). Insbesondere ist H in einer Sylow p-Untergruppe enthalten.

26



(3) Es gilt | Syl,(G)|=1 mod(p) sowie

|SyL,(G)] = [G: N (S)] VS € Syl (G).

Beweis.

(1)

Fiir m =0 ist nichts zu zeigen; wir nehmen daher m € Nan.Sei1 <n < mund [ :=m —n.
Wir betrachten die Menge
X :={S €@ |IS| ="}

der p" elementigen Teilmengen von G. Es wirkt G auf X vermoge
GxX—X,(9,5) g5 :={gs|seS}

Wir betrachten
my: Z\ {0} — No, z — max{k € Ny | p" teilt z}.

Es gilt | X| = (';,’YJ) = (pn](f,’fQ)). Nach Ubungsserie 1 gilt damit m, (| X|) = I. Da X die disjunkte
Vereinigung seiner Bahnen ist, existiert daher ein S € X mit p'*! { |G.S|, d.h. m,(|G.S|) < 1.
Wir setzen U := Stabg/(S) und erhalten eine Operation

UxS— S, (u,s) — u.s = us.

Sei s € S, dann ist die Abbildung U — U.s,u — wu.s eine Bijektion, da {s},U C G.Da S
disjunkte Vereinigung der Bahnen ist, existiert k¥ € N mit |S| = k|U|. Insbesondere ist |U| ein
Teiler von p™. Anderseits liefert die Bahnformel

(x) |Gl =[U]-]G.S]
und damit m,(|U|) = m,(|G|) — my(|G.S|) > m — | = n. Insgesamt gilt also |U| = p™.

Sei H C G eine p-Untergruppe. Nach (1) gibt es eine Sylow p-Untergruppe S C G. Wir be-
trachten X :=G/S sowie die Operation HxX — X ; (h,gS) — hgS. Dies ist wohldefiniert.
Im Fall H = {e} ist nichts zu zeigen. Andernfalls liefert Lemma 2.1.1: | X#| = |X| mod(p).
Wegen | X| = ¢ # 0 mod(p) erhalten wir X # @. Damit gibt es g € G mit hg=1S=g~1S fiir
alle h € H und es folgt gHg™! C S.

Wir betrachten die Operation
G xSyl (G) — Syl (G) ; (g,s) — gSg~".
Infolge (2) gilt G.S =Syl,(G) fiir alle S € Syl,(G). Damit erhalten wir aus 1.7.2:
|SyL,(G)| = [G:Gs] VS € Syl,(G).
Definitionsgemaf gilt zudem G 5= Ng(S5).
Sei Sy € Syl,(G). Wir betrachten die Operation
SoxSyL,(G) — SyL,(G) ; (s,T) sTs™ 1.

Dann gilt Sy € Sylp(G)SO. IstT € Sylp(G)SO, so folgt sTs~! =T fiir alle s € Sy und somit
So € N¢(T'). Damit sind Sy und 7' Sylow p-Untergruppen von N¢(7') und (2) liefert ein g €
Ng(T) mit Sy=gTg~' =T. Lemma 2.1.1 impliziert nun | Syl (G)| =| Sylp(G)SO |=1 mod(p).

O]
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Korollar 2.2.2. Sei G eine endliche Gruppe, p € N eine Primzahl. Sind S,T € Syl (G), so gibt
es g € Gmit T = gSg~*, d.h. die Operation von G auf Syl,(G) durch Konjugation ist transitiv.
Inbesondere ist eine Sylowgruppe S € Syl,(G) ein Normalteiler von G genau dann, Syl,(G) = {S}
gilt.

Die folgenden beiden Sitze zeigen exemplarisch, wie man mit Hilfe der Sylowschen Sitze Einbli-
cke in die Struktur endlicher Gruppen gewinnen kann.

Satz 2.2.3. Sei G eine endliche Gruppe mit
(a) |G|=pq fiir Primzahlen p<q, und
(®) pt(g=1).

Dann gilt G=Z/(p) x Z/(q) = Z/(pq).

Beweis. Ubung. O

Satz 2.2.4. Sein € N>y, und S € Syly(8,,). Dann ist S nicht zyklisch.

Beweis. Wir betrachten erneut die nicht zyklische Untergruppe
V= {lda (17 2)(37 4)a (17 3)(27 4)7 (1a 4)(2a 3)} g STL

der Ordnung 2%. Nach Satz 2.2.1(2) existiert eine Sylow 2-Untergruppe T von 8, die V enthilt.
Damit ist 7" nach Satz 1.2.2 nicht zyklisch. Weiter liefert Korollar 2.2.2 uns 7" = S. Damit ist auch
S nicht zyklisch. O

2.3 Auflosbare Gruppen
Sei GG eine Gruppe. Eine Normalreihe in G ist eine Folge

G: {e}=GoCG1C---CGr=G

von Untergruppen von G derart, dass G; ein Normalteiler von G4 ist fiir 0 < ¢ < n—1. Die
Gruppen G 1/G; heiflen Faktoren der Normalreihe.

Eine Gruppe G # {e} heifdt einfach, falls {e} und G die einzigen Normalteiler von G sind.

Eine Normalreihe {e} = Gy C G; C --- C G, =G von G heifit Kompositionsreihe, falls G;11/G;
einfach ist fir 0<i<n—1.

Seien
G: {e}=GpCG1C---CGL=G
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und
H: {e}:HongggHm:G

zwei Normalreihen von G. Dann heifSst H Verfeinerung von G falls {G; | 0<i<n—1} C{H;, 0<
i<m—1} gilt.

Lemma2.3.1. Sei §: {e}=Gy C G; C --- C G, =G eine Normalreihe einer endlichen Gruppe G.
Dann existiert eine Verfeinerung von G, die eine Kompositionsreihe ist.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach ¢ := |G|. Im Fall ¢ = 1 ist nichts zu zeigen. Sei iy :=
min{i | G; = G}. Dann gilt iy > 1 und G;,—1 # G ist ein Normalteiler von G. Es sei nun H ein
Normalteiler von G von maximaler Ordnung mit G;,—1 € H C G.Ist N C G/H ein Normalteiler,
soist U:={g € G | gH € N} ein Normalteiler! von G mit H C U C G. Nach Wahl von H gilt
U=H oder U=G. Damit erhalten wir N ={e} oder N =G/H und die Gruppe G/ H ist einfach.

Wegen |H | < ¢ kann nach Induktionsannahme die Normalreihe {¢} =Gy C G; C --- C G;,—1 C
H von H zu einer Kompositionsreihe {¢} = Hy C H; C --- C H,, = H von H verfeinert werden.
Damit ist

{e}=HoCH C---CH, CG

eine Kompositionsreihe von G, die G verfeinert. O
Definition. (1) Eine Normalreihe {e} =Gy C G; C --- C G,, =G einer Gruppe G heifsit abelsch,
falls jede Faktorgruppe Git1/G; abelsch ist fiir 0<i<n—1.

(2) Eine Gruppe G heifst aufldsbar, falls G eine abelsche Normalreihe besitzt.

Beispiele. (1) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.

(2) Die 83 ist nicht abelsch, dennoch auflosbar, da {id} C As C 83 eine abelsche Normalreihe
ist.

Satz 2.3.2. Sei G eine Gruppe.
(1) Ist ¢ : G — G’ ein Homomorphismus und ist G auflosbar, so ist o(G) auflosbar.
(2) Ist G auflosbar, so ist jede Untergruppe H C G auflosbar.

(3) Ist N C G ein Normalteiler, so ist G genau dann auflosbar, wenn N und G /N auflosbar sind.

Beweis.

'Es gilt U = 7~ *(N) fiir die kanonische Projektion 7: G — G/ H.
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(1) Essei {e} =Gy € Gy C --- C G, = G eine abelsche Normalreihe. Dann ist ¢(G;) ein

Normalteiler von ¢(Gj4+1) und
¢: Git1/Gi — 0(Gi1)/9(Gi) 5 9Gi = p(9)e(Gi)

ist ein surjektiver Homomorphismus. Damit ist {e} =¢(Go) C ¢(G1) C --- C p(Gp) =¢(G)
eine abelsche Normalreihe von ¢(G).

(2) Ist{e} =Gy C Gy C --- C G,, =G eine abelsche Normalreihe von G, so ist H N G; normal in
H NG und
HﬂGH_l/HﬂGi — Gi+1/Gi ; h(HﬂGZ) — hG;

ist ein injektiver Homomorphismus. Damitist {e}=H NGy C HNG; C---C HNG,=H
eine abelsche Normalreihe von H.

(3) Ist G auflosbar, so sind N und G/N nach (2) und (1) auflésbar. Seien nun umgekehrt N und
G /N auflosbar. Dann existieren abelsche Normalreihen

{e}=NoCN,C---CN,=N und {e}=G; C G C---CG =G/N

von N und G/N.Essei 7 : G — G/N die kanonische Projektion. Dann ist G;:=7~1(G’) ein
Normalteiler von G411 =7"}(G +1) und der Homomorphismus

T:Giy1 /G — G;H/G; 9G;i = m(9)G]

ist bijektiv. Damit ist {e}=NyC N, C---CN,=N=GyC G C--- CGp=0G eine
abelsche Normalreihe.

0

Korollar 2.3.3. Sei G eine Gruppe sowie N C G ein auflosbarer Normalteiler und H C G eine
auflosbare Untergruppe. Dann ist N H auflosbar.

Beweis. Es ist V eine normale Untergruppe von N H und Satz 1.5.3 liefert einen Isomorphismus
NH/N =2=H/HNN.

Da H auflosbar ist, gilt dies nach Satz 2.3.2 auch fiir H/H N N. Damit ist NH/N auflésbar und
Satz 2.3.2 liefert die Behauptung. O

Korollar 2.3.4. Sei p eine Primzahl. Dann ist jede p-Gruppe auflosbar.

Beweis. Sei G # {e} eine p-Gruppe. Nach Korollar 2.1.2 gilt Z(G) # {e}. Damit ist G’ := G/Z(G)
eine p-Gruppe kleinerer Ordnung. Wir kénnen also induktiv annehmen, dass G’ auflgsbar ist. Da
Z(G) auflosbar ist, folgt die Behauptung mit Satz 2.3.2. O
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Satz 2.3.5. Sei G eine endliche auflosbare Gruppe. Dann existiert eine Kompositionsreihe {e} =Gy C
G1 C --- C G, =G und Primzahlen py, ... ,p, € Nmit G;/Gi—1 = Z/{p;) fiir 1 <i<n.

Beweis. Da G auflosbar ist, besitzt G eine abelsche Normalreihe. Nach Lemma 2.3.1 besitzt diese

eine Verfeinerung

zu einer Kompositionsreihe. Diese ist dann ebenfalls abelsch. Es bleibt zu zeigen: Jede einfache
abelsche Gruppe H ist zyklisch von Primzahlordnung.

Sei |H| = m. Da H einfach und abelsch ist, besitzt H keine Untergruppen # {e}, H. Gilt = €
H ~{e}, so ist (x) # {e} eine Untergruppe von H und es folgt H = (z). Ist p € N ein Primteiler
von m, so liefert Satz 2.2.1 eine Untergruppe H, C H mit |H,|=p. Wir erhalten H = H, und somit
H=7Z/(p). O

Definition. Sei G eine Gruppe, =,y € G.

(1) [z,y] := zyz~'y~! heiflit der Kommutator von z und y.
(2) D(GQ) :=[G,G] := {lg,h] | g,h € G}) heiit Kommutatoruntergruppe von G.

(3) Die durch D°(G) := G, D"(G) := [D"}G), D" YG)] (n € N) induktiv definierte Folge
(D™(G))n>0 von Untergruppen von G, heifit abgeleitete Reihe von G.

Satz 2.3.6. Sei G eine Gruppe. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) G ist auflosbar.

(2) Es existiert ein m € N mit D" (G)={e}.

Beweis. (1) = (2). Sei H eine Gruppe und N C H ein Normalteiler derart, dass H/N abelsch ist,
so gilt fiir die kanonische Projektion 7 : H — H/N:n(D(H)) C D(H/N) = {e}. Damit erhalten
wir D(H) C kerm=N.

Sei nun {e} =Gy C G; C --- C G, =G eine abelsche Normalreihe. Obige Beobachtung liefert
D(Giy1) C G; fir alle i. Damit folgt

D’(G) C Gy

und somit D" (G)={e}.

(2) = (1). Sei ¢ € Aut(G) ein Automorphismus von G. Durch Induktion zeigt man

(¥) (DY(G))=D'(G) VjeN.

Sei g € G. Dann ist

tg: G — G T grg !

ein Automorphismus von G. Nach (x) ist damit D’(G) fiir jedes j € Ny ein Normalteiler von G.
Zudem ist die Faktorgruppe D’ (G)/D’*1(G) abelsch. Also ist

{e}=D™(G)c D" @) C---Cc DG =G

eine abelsche Normalreihe von G. O

31



Satz 2.3.7. Sei n € N. Die symmetrische Gruppe 8, ist auflosbar, genau dann, wennn € {1,2,3,4}.

Beweis. In den Ubungsserien wird gezeigt, dass 8, auflosbar ist. Fiir n < 4 betrachten wir be-
trachten den injektiven Homomorphismus

: : N o) 1<j<n
o 80— 84 ; #(0)(h) -—{ i iem.
Also ist §,, isomorph zu einer Untergruppe von 84 und nach Satz 2.3.2 ebenfalls aufldsbar. Sei nun
n > 5.Seien a,b,c,d,e € {1,...,n} finf paarweise verschiedene Zahlen. Dann gilt fiir z:=(a, b, d)
und y:=(a,c,e)
() [x,y] = (a,b,¢).

Damit enthdlt D(S,,) sdmtliche 3-Zykel und ein Ergebnis aus den Ubungsserien liefert A, C
D(8y). Da §,,/A,, als Gruppe von Ordnung 2 abelsch ist, gilt andererseits D(8,,) C A,. Insge-
samt gilt also D(8,) = A,,. Erneute Anwendung von (x) liefert D(A,,) = A,. Nach Satz2.3.6ist§,
daher nicht auflosbar. O
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3 Grundlagen der Ringtheorie

3.1 Ringe, Homomorphismen und Ideale

Definition. Ein Ring R ist ein Tripel (R, +, -), wobei R# @ eine Menge ist und +,- : RxR — R
Abbildungen sind, sodass folgende Axiome gelten:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0 und inversen Elementen —x).
(2) (R,-) ist eine Halbgruppe (wir schreiben ab=a - b).

(3) a(b+c)=ab+ac ; (a+b)c=ac+bc fur alle a, b, c € R (Distributivgesetze).

(4) Esexistiert 1 € Rmit la=a=al Va € R.

Gilt zudem ab=ba fiir alle a,b € R, so nennt man R einen kommutativen Ring.

Beispiele. (1) Z,Q, R, C sind kommutative Ringe. Jeder Korper ist ein kommutativer Ring.

(2) Ist (R;)icr eine Familie von Ringen, so ist [ [,.; R; ein Ring mit Operationen

(@i)ier+Wi)ier == (@ityi)icr und (@;)icr(Yi)ier = (iYi)icr-
(3) Essei V' ein R-Vektorraum, dann erhélt die Menge
Endr(V)={f: V — V| f R-linear}
mit den Verkniipfungen
(f +9)(v) = f(v) + g(v) sowie (fg)(v) = f(g(v))
die Struktur eines Rings.

(4) Sei X eine Menge. Dann ist (P(X), A,N) ein kommutativer Ring mit Op(x) = @ und lpx) =
X, wobei A die symmetrische Differenz bezeichnet.

(5) Ist R ein Ring und X eine nicht-leere Menge, dann erhilt die Menge der Abbildungen
Abb(X, R) von X nach R durch (f + g)(z) = f(x) + g(x), (f - g)(x) = f(x)g(x) die Struktur
eines Rings.

Definition. Sei R eine Ring.

(1) Eine Teilmenge S C R heifit Unterring von R, falls gilt
(i) S ist eine Untergruppe von R beziiglich +,
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(ii) ab € S furallea,b € S,
(iii) 1 € S.
(2) Eine Teilmenge I C R heifdt Linksideal (Rechtsideal), falls gilt
(i) I ist Untergruppe von R beziiglich +,
(il)) ax € I (bzw. za € I) furallea € Rund x € I.

(3) Eine Teilmenge I C R ist ein Ideal, falls I sowohl ein Linksideal als auch ein Rechtsideal ist.

Lemma 3.1.1. Sei R ein Ring, I, J C R Ideale von R sowie (Iy)seca eine Familie von Idealen von R.
(1) > penLe:={>"ycnr e | AN C Aendlich,xy € I, Y { € N} ist ein Ideal von R.
(2) (yep Lo ist ein Ideal von R.

(3) IJ:={>"" aib; | ne€Ng,a; € I,b; € J} ist ein Ideal von R.
Beweis. Die Aussagen folgen durch direktes Nachrechnen. ]

Definition. Ist I C R ein Ideal, so definiert man induktiv

=111 vn>2.

Beispiele. (1) Sei n € Z, dann ist die abelsche Untergruppe (z) C (Z,+) auch ein Ideal des
Rings (Z,+, -).
(2) Essei R:=Maty(Q) der Ring der (2 x 2)-Matrizen tiber Q.
(@) Uppy(Q):={(aij) € R | a1 =0} ist ein Unterring von R.
(b) I:={(aij) € R | a12=0=ag} ist ein Linksideal von R, das kein Rechtsideal ist.
(c) J:={(aij) € R | a11=0=aq2} ist ein Rechtsideal von R, das kein Linksideal ist.
(d) {0} und R sind die einzigen Ideale von R: Ist I # {0} ein Ideal von R, so gibt es A =
(aij) € R mit a;, j, #0. Fiir £, k € {1,2} erhalten wir

a; ' EpigAE; = Eg, € 1.

10,J0

Hierbei ist Ey, := (0;¢0;x). Damit folgt insbesondere (| {) = Ei1+ E22 € I und somit
B=(}9Y)B e Ifiralle B € R.

Definition. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal. Dann heifst R/ ={z+I | = € R} zusammen mit den
Verkniipfungen

Q) (z+1)+(y+I):=(z+y)+I, und
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(i) (z+1)(y+1I):=(zy)+I

der Faktorring oder Restklassenring von R nach I.

Bemerkung. Da (R, +) eine abelsche Gruppe ist, ist die Addition auf R/ wohldefiniert. Erst fiir
die Wohldefiniertheit der Multiplikation wird die Idealeigenschaft benétigt.

Definition. Eine Abbildung ¢ : R — R’ zwischen zwei Ringen heifst Homomorphismus, falls

gilt

(@) p(z+y)=p(z)+p(y) furalle z,y € R,

(b) ¢(zxy)=w(z)p(y) fur alle z,y € R und
© (1)=L.

Bemerkungen. Sei ¢: R — R’ ein Homomorphimus von Ringen.

Ist S C R ein Unterring, so ist ¢(S) Unterring von R'.
Ist S’ C R’ ein Unterring, so ist ¢ ~1(S’) ein Unterring von R.

Ist I’ C R ein Ideal, so ist ¢~ 1(I’) ein Ideal von R. Bilder von Idealen sind hingegen im
Allgemeinen keine Ideale: Es ist Z C Q kein Ideal.

Ist ¢ : R — R’ ein bijektiver Homomorphismus, so ist ¢~! : R — R ein Homomorphis-
mus.

Ist I C R ein Ideal. Dann ist die kanonische Projektion

{R — RJI
VI
r = x+1

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker 7= 1.
Die Abbildung ¢: Z — Z, x — 0 ist kein Ringhomomorphismus. Es gilt jedoch
p(ay) = p(x)e(y)

und
p(r+y) = p(@) +¢y)
fir alle z,y € Z.

Satz 3.1.2. Essei ¢ : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen und I C ker ¢ ein Ideal von R.
Dann gibt es genau einen Homomorphismus von Ringen @ : R/I — R’ derart, dass @ o m= gilt.
Wir erhalten also das kommutative Diagramm:
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R—Y R

e

R/I

Beweis. Der Beweis kann analog wie im Fall von Gruppen gefiihrt werden. O

Ist R ein Ring, so bezeichnen wir mit Id(R) die Menge der Ideale von R.

Satz 3.1.3. Sei I C R ein Ideal des Rings R sowie 1d;(R):={J € Id(R) | I C J}. Dann ist

[ W(R/I) — 1di(R)
H‘{ | AR

eine inklusionserhaltende Bijektion.

Beweis.
e Il ist wohldefiniert: Fiir J € Id(R/I) ist 7=1(J) ein Ideal von R mit I =ker7 C 7~ *(.J).

e II ist surjektiv: Sei L € Id;(R). Da w : R — R/I surjektiv ist, ist 7(L) ein Ideal von R/I
mit L C 77 Y(n(L)). Sei x € n~1(n(L)). Dann existiert y € L mit 7(x) = m(y), und damit
x—y € kerm C L. Es folgt also x = (z—y)+y € L. Wir erhalten L =II(7r(L)) und damit die
Surjektivitat von II.

e IIistinjektiv: Seien nun J,J' € Id(R/I) mit II(.J) = II(J’), so liefert die Surjektivitit von 7

J = x(x (1)) = 7(IL(J)) = w(I(J")) = =z (J)) = J"

3.2 Einheiten und Nullteiler

Definition. Sei R ein Ring, x € R.

(1) Ein Element y € R heifst linksinverses (rechtsinverses) Element zu z, falls gilt yx =1 (zy =
1).

(2) Das Element = € R heifst invertierbar oder Einheit falls x ein linksinverses Element und ein
rechtsinverses Element besitzt.

Bemerkung. Sei x € R invertierbar und a,b € R mit az = 1 = zb. So folgt a = a(zb) = (ax)b = b.

Wir bezeichnen mit z~! € R das damit eindeutig bestimmte Element mit zz~!=1=2"11.
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Beispiele. (1) Sei V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum. Besitzt f € Endgr (V) ein links-
inverses g, so gilt g o f = idy und g ist insbesondere surjektiv. Da dimy V' endlich ist, folgt
damit nach [5, 5.3.5] bereits die Bijektivitdt von g. Damit gilt fog = (g7 0 g) o (fog) =
g lo(go f)og=idy ist f eine Einheit.

(2) Essei V:={(zp)n>1 | n € R} der R-Vektorraum aller Folgen in R, sowie R := Endg (V).
Dann ist
T2 V—V ; (p((fxn)nEN) = (0,1’1,1’2, e )

R-linear. Wir betrachten
’l/) 'V —V ) w((azn)neN) = ($2,$3, .. )

Dann gilt ¢y € R und 1 o ¢ =idy. Angenommen, ¢ besitzt ein rechtsinverses Element v &
R. Dann gilt ¢ o v = idy und ¢ ist surjektiv. Aus (1,0,0,...) ¢ im¢ erhalten wir einen
Widerspruch.

Definition. Sei R ein Ring.

(1) Die Gruppe
R* ={z € R | xzistinvertierbar}

heifit die Einheitengruppe von R.

(2) Gilt R # {0} und R* = R\ {0}, so heifit R Divisionsring oder Schiefkorper. Ist R zudem
kommutativ, so ist R ein Korper.

Beispiele. (1) Fir R=Z gilt R* ={1, —1}.
(2) Esgilt (R x R)* =R* x R*.

Satz 3.2.1. Sei R# {0} ein Ring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) R ist ein Divisionsring.
(2) {0} und R sind die einzigen Linksideale von R.
(3) {0} und R sind die einzigen Rechtsideale von R.
Beweis. (1) = (2). Sei I # {0} ein Linksideal in R. Dann gibt es € I\ {0}. Da R Divisionsring ist,
existiert » € R mit rz =1. Damit folgt 1 € I und somit s=s1 € [ fiir alle s € R. Wir erhalten also

I=R.
(2) = (1). Sei x € R\{0}. Dann ist

Rz :={rz | r € R}
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ein Linksideal # {0} und es folgt Rz = R. Also gibt es a € R mit az = 1. Wegen a # 0 gibt es
ebenfalls y € R mit ya=1. Es folgt

y =yl =ylar) = (ya)r = 1z = z.

Wir erhalten za=1 = xa und somit ist x invertierbar.
Der Beweis von (1) < (2) verlduft analog. O

Bemerkung. Das Beispiel R = Mat,, (k) zeigt fiir n > 2, dass ein Ring, dessen einzige Ideale {0}
und R sind, nicht notwendig ein Divisionsring ist.

Korollar 3.2.2. Sei R# {0} ein kommutativer Ring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) R ist ein Korper.
(2) {0} und R sind die einzigen Ideale von R.

(3) Ist ¢ : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen mit R' {0}, so ist ¢ injektiv.

Beweis. (1) = (2). Dies folgt aus Satz 3.2.1.

(2) = (3). Wegen ¢(1) =10 gilt ker p # R. Damit liefert (2) ker ¢ = {0} und ¢ ist injektiv.

(38) = (1). Sei L C R ein Linksideal mit L # R. Da R kommutativ ist, ist L ein Ideal und es folgt
R':=R/L#{0}. Damitist 7 : R — R’ ; x + x+L nach (3) injektiv und L=ker 7= {0}. Nach Satz
3.2.1ist R damit ein Korper. O

Definition. Sei R ein Ring.

(1) Ein Element = € R heifst Linksnullteiler (Rechtsnullteiler), falls es ein » € R\ {0} mit zr=0
(rx=0) existiert.

(2) Ein Nullteiler von R ist ein Element, welches ein Linksnullteiler oder ein Rechtsnullteiler
ist.

(3) Ist R # {0} ein kommutativer Ring, sodass 0 der einzige Nullteiler von R ist, so nennt man
R einen Integritidtsbereich.

Beispiele. (1) Z ist ein Integritdtsbereich. Weiter sind Korper stets Integritdtsbereiche.
(2) R x R ist kein Integritdtsbereich.

(3) IstV ein endlich dimensionaler R-Vektorraum, so ist Endg (V') genau dann ein Integritdtsbereich,
wenn dimg V' = 1 gilt. Ist ndmlich dimg V' > 2 so finden wir echte Untervektorrdume
UW C Vmit U@ W = V. Die kanonischen Projektionen 7y;: V. — Viu + w — u,
mw: V — V,u+ w — w erfiillen 7y o myy, aber ny # 0 £ .
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Lemma 3.2.3. Sei R ein endlicher Integrititsbereich. Dann ist R ein Korper.

Beweis. Sei z € R\{0}. Da R ein Integritdtsbereich ist, ist die Abbildung

E-R—>R
Tl r = ar

injektiv (!). Da R endlich ist, ist ¢, auch surjektiv und es existiert r € R mit 1 =/,(r) =2r. Damit
ist x invertierbar und R ist ein Korper. ]

Satz 3.2.4. Sein>2. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Z/(n) ist ein Integrititsbereich.
(2) Z/(n) ist ein Korper.

(3) n ist eine Primzahl.

Beweis. (1) = (2). Dies folgt aus Lemma 3.2.3.

(2) = (3). Seien a, b € Z mit n|ab. Dann gilt (a+ (n))(b+(n)) =ab+(n) =0. Da Z/(n) ein Koérper
ist, folgt a+(n) =0 oder b+ (n) =0, also n|a oder n|b. Damit ist n eine Primzahl.

(3) = (1). Seien 7,y € Z/(n) mit g =0 gegeben. Wir schreiben Z =x+ (n) sowie y=y+ (n) und
erhalten zy € (n). Da n eine Primzahl ist, folgt n|z oder n|y und daher z =0 oder y=0. Damit ist
Z/(n) ein Integritatsbereich. O

Sei R ein Ring. Fiir n € Np und = € R schreiben wir

nr:= x+x+---+x
N———

n-mal
sowie (—n)x :=—(nz). Damit haben wir also nx fiir n € Z definiert.

Definition. Die Abbildung
| Z — R
PUn = nl

ist ein Ringhomomorphismus. Damit ist ker ¢ C Z ein Ideal und insbesondere eine Untergruppe.
Es existiert also ein eindeutig bestimmtes n € Ny mit ker ¢ = (n). Die Zahl n =: char(R) heifdt die
Charakteristik von R.

Beispiele. (1) char(Z)=-char(Q)=char(R)=char(C)=0.
(2) char(Z/(n))=n fur alle n € Ny.
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Lemma 3.2.5. Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist char(R)=0 oder char(R) ist eine Primzahl.

Beweis. Die Abbildung ¢ : Z — R ; n — nl induziert einen injektiven Homomorphismus
¢ : Z/{char(R)) — R. Damit ist Z/(char(R)) ein Integritdtbereich. Wegen R # {0} folgt char(R)#1
und Satz 3.2.4 liefert die Behauptung. O

3.3 Kommutative Ringe

Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist jedes Linksideal und jedes Rechtsideal von R bereits ein
Ideal. Ist X C R eine Teilmenge, so ist

n
(X) := {anz | ne€Ng,z1,...,2p € X,71,...,7y € R}
=1

ein Ideal von R. Es gilt (X) =(;¢c1q, (r), wobei Idx (R) :={I € Id(R) | X C I'}. Man nennt (X)

das von X erzeugte Ideal von R. Gilt X = {z1,...,z,}, so schreiben wir (X) = (z1,...,zy). Im
Fall X ={z} gilt (X)=Rxz={rz | r € R}. Solche Ideale heiflen Hauptideale. Ein Ideal I C R heifst
endlich erzeugt, fallses z1,...,x, € I mit I=(xy,...,x,) gibt.

Definition. Sei R ein kommutativer Ring.
(a) EinIdeal m C R heifdt maximal, falls es kein Ideal I C R mitm C I C R gibt.

(b) Ein Ideal p C R heifdt Primideal, falls fiir z,y € R mit 2y € p stets x € p oder y € p gilt.

Lemma 3.3.1. Sei R ein kommutativer Ring, I C R ein Ideal.
(1) I ist ein maximales Ideal genau dann, wenn R/I ein Korper ist.

(2) I ist ein Primideal genau dann, wenn R/I ein Integrititsbereich ist.

Beweis.

(1) Sei I C R ein maximales Ideal. Wegen I C R gilt R/I # {0}. Nach Satz 3.1.3 sind {0} und
R/I die einzigen Ideale von R/I. Damit zeigt Korollar 3.2.2, dass R/I ein Korper ist.

Sei umgekehrt R/I ein Korper. Dann gilt I # R. Anwendung von Satz 3.1.3 und Korollar
3.2.2 liefert Id;(R)={I, R}. Damit ist I ein maximales Ideal von R.

(2) Sei I C R ein Primideal. Wegen I # R folgt R/I # {0}. Seien nun z,y € R/I mit = 0.Wir
schreiben z =2z+I und y =y+I und erhalten xy+I =0. Also gilt xy € I und da I ein Primideal
ist, diirfen wir z € I annehmen. Es folgt z=0. Damit ist R/ ein Integritdtsbereich.

Sei R/I ein Integritdtsbereich. Dann gilt I # R. Sind z,y € Rmitxy € I, so folgt (z+I)(y+I) =
0. Da R/I Integritédtsbereich ist, erhalten wir (z+1) = 0 oder (y+1)=0, also gilt x € I oder
y € I. Damit ist I ein Primideal.
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Bemerkung. Da jeder Korper ein Integritdtsbereich ist, liefert Lemma 3.3.1: Jedes maximale Ideal
m C Rist ein Primideal.

Beispiel. Sei I ein maximales Ideal von Z. Insbesondere ist (I, +) eine Untergruppe von (Z, +)
und damit zyklisch. Also existiert n € Ng mit I = (z) = (z). Da weder (1) = Z noch (0) = {0}
maximale Ideale sind, folgt n > 2 und Satz 3.2.4 liefert n € P. Das heifst I ist maximal genau
dann, wenn eine Primzahl p € P mit I = (p) existiert. Ebenso zeigt man, dass ein Ideal I C Z ein
Primideal ist genau dann, wenn I = {0} gilt oder eine Primzahl p € N mit / =(p) existiert.

Definition. Es sei X = (X, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Teilmenge ¥ C X heif3t total
geordnet oder Kette, falls fiir z,y € Y stets <y oder y <z gilt. Ein Element € X heifst obere
Schranke von Y falls y <z fiir alle y € Y gilt. Ein Element =y € X heifst maximal, falls = >z stets
x =z impliziert.

Eine entscheidende Rolle im Studium kommutativer Ringe spielt das folgende Resultat das unter
dem Namen Zornsches Lemma bekannt ist.!

Lemma 3.3.2 (Zornsches Lemma). Es sei (X, <) eine nichtleere partiell geordnete Menge in der
jede total geordnete Teilmenge Y C X in X eine obere Schranke besitzt. Dann existiert ein maximales
Element xy € X.

Satz 3.3.3. Sei R#{0} ein kommutativer Ring.
(1) Der Ring R besitzt ein maximales Ideal.

(2) Ist I C R ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m C R mit I C m.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition. Zwei Ideale I, J eines kommutativen Rings R heifsen teilerfremd, falls 7 +.J = R gilt.

Bemerkungen. (1) Sind m, J Ideale von R mit m maximal, so gilt entweder J C m oder m und
J sind teilerfremd.

(2) Der Satz von Bézout zeigt, dass zwei Ideale (n), (m) von Z genau dann teilerfremd sind,
wenn ggT(m,n)=1 gilt.

! Aquivalent zum Zornschen Lemma ist die Aussage des Auswahlaxioms: Ist A eine Menge von nichtleeren Mengen,
so existiert stets eine Auswahlfunktion, d.h. eine Funktion F': A — (J ., X mit F(X) € X ftralle X € A. Wei-
tere Informationen und der Zusammenhang zum Axiomensystem ZFC finden sich zum Beispiel in [2, Kapitel VIII].
Das Zornsche Lemma wird auch verwendet um zu zeigen, dass jeder (auch unendlich dimensionale) k-Vektorraum
eine Basis besitzt (vgl. [5, 4.2.15]).
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Satz 3.3.4 (Chinesischer Restsatz). Es sei R ein kommutativer Ring, I1,...,1I, C R paarweise
teilerfremde Ideale von R. Dann gilt:

(1) Fiir jedes j € {1,...,n} sind die Ideale I; und I 15 ---I;_11jq1 - I, teilerfremd.

(2) Esgilt "y =01y Ip.

(3) Der Homomorphismus ¢ : R — [[;_, R/I; ; x — (z+11,...,x+1y) ist surjektiv mit
ker o=("7_; I;.

(4) Esgilt R/(N;=, I;) = [[j=, R/I;.

Beweis.

(1) Seij € {1,...,n}. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes i # j Elemente z; € I; und y; € I;
mit x;+y; =1. Damit folgt 1 =[], ,;(z;+v:). Es sei m : R — R/I; die kanonische Projektion.

Dann erhalten wir
m(1) = [Tr@ity) = [[ntw) = =] [w)
i#] i#j i#J
und damit 1 — [[, ., y; € kerm = I;. Also existiert z € I; derart, dass

1= Z—I—H@/Z’ S Ij+HIz’-

i#] i#]

(2) Aus den Definitionen folgt [[%_, I; € (;_, I; (auch wenn die I; nicht paarweise teilerfremd
sind). Fiir die Inklusion (;_, 1; C H;’:l I; verwenden wir Induktion nach n. Sei n=2 sowie
x € I1N1,. Nach Voraussetzung gilt 1 =x+x» fiir geeignete x; € I;. Also folgt x =zx1+zas €
L.

Fiir n> 2 betrachten wir J:=15 - - - I,,. Nach (1) sind die Ideale I; und J teilerfremd und der
Fall n=2 liefert somit 1 NJ C I[1J= H?Zl I;. Aufgrund der Induktionsannahme gilt zudem
ﬂ?:Q Ij C J. Damit fOlgt ﬂ?:l Ij =IH1inNnJcC H?:l Ij.

(3) Nach Definition von ¢ folgt ker ¢ = ﬂ?zl I;. Fiir n =1 ist ¢ surjektiv. Sei nun n > 2. Fiir j €
{1,...,n} betrachten wir J;:=", ., I;. Nach (1) und (2) sind die Ideale /; und J; teilerfremd
und es gibt u; € I; und v; € J; mit u; +v; = 1. Fiir [ # j gilt insbesondere v; + I; = I}, da
v € Jj C I,.

n

Seien nun x1, ..., x, € R. Wir setzen x::zjzl xzjv;. Fur £ € {1,...,n} erhalten wir

n
z+1, = Zl‘jvj-i-fg =xpvp+1ly = xp—xpup+1y = xp+1y.
j=1

Damit folgt o(x) = (z1+11, ..., xn+1,). Also ist ¢ surjektiv.

(4) Da ¢ surjektiv ist mit ker o =(_, I;, induziert ¢ einen Isomorphismus
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Beispiel. Wir stellen uns folgende Frage: Existiert ein = € Z das folgende Kongruenzgleichungen
erfiillt
z =3mod(5),z = 2mod(6),z = 4mod(7)?

Die Ideale (5), (6), (7) von Z sind paarweise teilerfremd. Nach Satz 3.3.4 ist
¢: 2/(210) — Z/(5) x Z/(6) x Z/(T)
z+(210) = (24 (5), 2+ (6), 2 + (7))
ein Isomorphismus. Insbesondere existierst ein € Z mit
(x4 (5),z+(6),xr+ (7)) =3+ (5),2+ (6),4+ (7)).

Gemifs dem Beweis von 3.3.4(3) ldsst sich eine Losung wie folgt bestimmen. Wir verwenden den
erweiterten euklidischen Algorithmus (siehe etwa [7]) und erhalten die Gleichungen

1=17-5+(=2)-(6-7)
1=6-6+(—1)-(5-7)
1=13-7+(=3)-(5-6).

Damit ist
2i=30(=2) (6:7) 42 (-1) - (5:7) +4+(=3) (56) = —682

eine Losung der drei Kongruenzgleichungen. Die Losungsmenge wird daher durch
{—682+210m | m € Z}

beschrieben.

3.4 Ringe der Briche

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion von Q aus Z auf beliebige kommutative Ringe verall-
gemeinert.

Definition. Eine Teilmenge D C R eines kommutativen Rings R heifit multiplikativ abgeschlos-
sen, falls gilt

(@ 1€ D,und

(b) dide € D fiir alle dl, do € D.

Beispiel. Sei R ein kommutativer Ring, p C R ein Primideal. Dann ist D := R\ p multiplikativ
abgeschlossen. Ist R ein Integritédtsbereich, so ist insbesondere R\{0} multiplikativ abgeschlossen.
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Lemma 3.4.1. Sei R ein kommutativer Ring, D C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge. Dann
wird vermoge
(Tl, d1) ~ (TQ, dg) & du e Dmit U(T‘ldz—T‘le) =0

auf Rx D eine Aquivalenzrelation definiert.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Fir (r,d) € Rx D setzen wir
r

d = [(T, d)]

fiir die Aquivalenzklasse von (r, d). Die Menge (Rx D)/~ der Aquivalenzklassen wird mit D' R
bezeichnet.

Bemerkung. Ist R ein Integritdtsbereich und gilt 0¢ D, so erhalten wir

r1 T2
—_— = T1d2:7“2d1.
dy  da

Dies entspricht der Gleicheit von Elementen aus Q.

Satz 3.4.2. Sei R ein kommutativer Ring, D C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge. Dann
erhiilt D~! R vermige

7‘71+r72 ‘: rida+rody sowie TLT2 _ Tir2

di dy’ dids didy  dids

fiir 11,72 € Rund dy, ds € D die Struktur eines kommutativen Rings.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen der Ringaxiome. Wir zeigen nur exempla-
risch die Wohldefiniertheit der Addition. Seien r; € R,d; € D fir 1 < i < 4 mit (ry,dy) ~ (r3,ds3)
und (rg, d2) ~ (74, ds). Dann existieren u, v € D mit u(r1ds — r3di) = 0 = v(rads — r4d2). Es folgt

uv[(dldg)(r3d4 -+ 7"4d3) — (d3d4)(7“1d2 -+ ngl)] = (d2d4)vu(7"3d1 — Tldg) + (d1d3)uv(r2d4 — 7“4d2)
=04+0=0.

Dauwv € D gﬂt, erhalten wir damit (Tldg + rody, dldg) ~ (T3d4 + 1r4ds, d3d4). O
Definition. Sei R ein kommutativer Ring, D C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge.

Dann heifit D~ R der Ring der Briiche von R beziiglich D. Ist R ein Integritétsbereich, so heifst
Q(R) := (R\ {0})"! R der Quotientenkérper von R.

Bemerkung. Ist R ein Integritdtsbereich, dann ist Q(R) ein Korper, da fiir 7 € Q(R)\ {Og(r) } stets
r # 0 gilt und damit ¢ € Q(R) gilt.
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Definition. Sei R ein kommutativer Ring und D C R eine multiplikative Menge, so bezeichen wir
mit ¢p den Ringhomomorphismus

LD:R—>D71R; T»—>%

Bemerkungen. (1) Esgiltr € kertp genau dann, wenn ein v € D mit ur =0 existiert.
(2) Seid € D.Dann gilt tp(d)= % und
1 1
LD(d)a = I = 1D71R.
Damit gilt tp(d) € (D71R)*.

Satz 3.4.3 (Die universelle Eigenschaft des Rings der Briiche). Sei R ein kommutativer Ring,
D C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge sowie o« : R — R’ ein Homomorphismus
kommutativer Ringe derart, dass (D) C (R')*. Dann existiert genau ein Homomorphismus [ :
D~ 'R — R’ mit 8 o .p=«. Wir erhalten also das kommutative Diagram

R—% R

\1
J{LD
B

D~ 'R.

Beweis. Da o(D) C (R')* gilt, ist folgende Zuordnung eine wohldefinierte Abbildung
a:RxD — R ; (r,d) — a(r)a(d)™!.
Wir gehen schrittweise vor.

* & ist konstant auf Aquivalenzklassen: Angenommen (r1,d;) ~ (r2,d2). Dann gibt es v € D
mit u(ridy —rady). Also folgt a(u)a(rids —radi) = 0 und wegen a(u) € (R')* somit 0 =
a(ride—rodr) =a(ry)a(ds) —a(re)a(d;). Wegen a(d;) € (R')* erhalten wir

@(’r‘l,dl) = a(rl)a(dl)_l = a(TQ)Oé(dQ)_l = 6&(7"2, dg)
* Definition von 3: Da & konstant auf Aquivalenzklassen ist, ist

B:D'R— R 2 — a(r)a(d) ™

eine wohldefinierte Abbildung. Insbesondere gilt [5 o p](r) = B(
Direktes Nachrechnen zeigt, dass § ein Homomorphismus ist.

7)=a(r) fur alle r € R.

* Eindeutigkeit der Abbildung: Sei nun v : DR — R’ ein weiterer Homomorphismus mit
v otp=a.Dann gilt fiir (r,d) € RxD

a(dy(5) =1 (h) =25 5) = 2(5) = 1(en(r) = alr)

und somit y(5) = a(r)a(d) "t =p(5).
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Korollar 3.4.4. Es gelten die folgenden Aussagen.
(1) Esgilt Q(Z) = Q.
(2) Sei K ein Korper mit char(K)=0. Dann existiert ein injektiver Homomorphismus v : Q — K.

(3) Sei K ein Korper, dann gilt K = Q(K).

Beweis.

(1) Die Abbildung o: Z — Q, z — z erfiillt die Voraussetzungen von Satz 3.4.3. Damit existiert
ein Ringhomomorphismus 3: Q(Z) — Q, 7 — 7. Dieser ist offensichtlich bijektiv.

(2) Wir betrachten o : Z — K ; n +— nl. Wegen char(K) = 0 ist « injektiv und es folgt o(Z\
{0}) € K*. Damit gibt es nach Satz 3.4.3 einen Homomorphismus 3 : Q(Z) — K mit
B o iz 0y = . Da Q(Z) ein Korper ist, ist 3 nach Korollar 3.2.2 injektiv. Nun wenden wir (1)
an.

(3) Die Abbildung ao: K — K, a — a erfiillt die Voraussetzung von Satz 3.4.3 und wir erhalten
einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus 8: Q(K) — K mit 8 o i\ 103 = a. Da
o surjektiv ist, gilt dies auch fiir 3. Weiter ist Q(K) ein Kérper und damit g injektiv nach
Korollar 3.2.2.

O

3.5 Teilbarkeit in Integritatsbereichen

Definition. Sei R ein Integritatsbereich.

(1) Seien a,b € R. Man sagt a teilt b (wir schreiben in diesem Fall a|b), falls es ein ¢t € R mitb=ta
gibt.

(2) Seien a,b € R. Dann heifien a und b assoziiert, falls a|b und b|a gilt. Man schreibt dann a ~ b.

Bemerkungen. Es sei R ein Integritdtsbereich.
(1) Esgiltalb<(b) C (a).

(2) Zwei Elemente a,b € R sind zueinander assoziiert genau dann, wenn es ein v € R* mit
b=wua gibt: Angenommen a|b und bja dann gibt es s, € R mit b=sa und a=tb. Gilt b=0, so
folgt a =0 und somit b= 1a. Andernfalls erhalten wir aus b=sa=stb,

b(1—st)=0.

Da R ein Integritdtsbereich ist, folgt nun st=1 und somit s € R*.
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Definition. Sei R ein Integritdtsbereich und p € R\ ({0} U R*).

(1) Das Element p heifdt irreduzibel oder unzerlegbar, falls fiir p=ab stets a € R* oder b € R*
gilt.

(2) Das Element p heifdt Primelement, falls aus p|ab stets p|a oder p|b folgt.

Beispiele. (1) Seip € R ein Primelement. Gilt p = ab, so folgt ohne Einschrankung p|a. Wegen
alp sind a und p zueinander assoziiert und es gibt u € R* mit p=wua. Damit folgt a(u—b)=0
und wegen a#0 gilt b=u € R*. Also ist p unzerlegbar.

(2) Wir betrachten den Unterring
Z[v/=5] .= {a+ibV/5 | a,be Z} C C.
Dann ist Z[y/—5] ein Integritidtsbereich. Wir betrachten die (multiplikative) Abbildung
N: Z[V/=5] — Z,a + ibV/5 — |a + ibV/5|? = a® + 5b? € Z.
Es gelte 2= (1 +iv/5y1 ) (v2+iv/5y2). Dann folgt

4 = N(2) = N(z1+iV5y1)N(za+ivbys) = (27 +5y3) (23 +5y2)
> 25yiys +5aiys +5a5y7.

Also erhalten wir y; = 0=y und ohne Beschrankung |z| =1, das heif3t x;+i VBy1 € Z[v/—5]%.
Weiter ist 2 € Z[\/—5] keine Einheit, da N(2) # 1. Somit ist 2 irreduzibel in Z[/—5]. Jedoch
ist 2 kein Primelement: Es gilt 2|6 = (1+i+v/5)(1 —iv/5), aber 2 { (14+/5), da N(2) = 4 und
N(1 ++/5) = 6.

Definition. Sei R ein Integritadtsbereich.

(1) R heifst faktoriell, falls gilt
(i) Furjedesa € R\ ({0} U R*) gibt es irreduzible Elemente p1, ..., p, mita=pip2 - - - pn.

(ii) Gilt pip2---pn=q1G2 - - ¢ mit p;, ¢; irreduzibel, so gilt m =n und es gibt eine Permu-
tation o € 8, mit g;~p, ;) fiirjedesi € {1,...,n}.

(2) R heifst Hauptidealring, falls fiir jedes Ideal I C R ein x € R mit [ =(z) existiert.

(3) R heifit euklidisch, falls eine Abbildung p : R\ {0} — Ny existiert derart, dass zu je zwei
Elementen a,b € R, b#0 Elemente ¢, € R mit a=gb+r und r=0 oder p(r) < p(b) existieren.

Satz 3.5.1. Sei R ein Ring.
(1) Ist R ein faktoriell, so ist jedes irreduzible Element prim.

(2) Ist R ein Hauptidealring, so ist jedes Primideal p # {0} maximal und jedes irreduzible Element
bereits prim.

Beweis.
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(1) Sei p € R irreduzibel und a,b € R mit p | ab. Wir wollen p | a oder p | b nachweisen.
Wir konnen daher ohne Beschriankung a,b ¢ {0} U R* annehmen und schreiben ab = pc
fur ein ¢ € R\ {0}. Da R faktoriell ist, existieren m,n € N sowie irreduzible Elemente
Plyves Py qly---, g Mita=p1----- ppund b=g¢qy----- gm- Da R faktoriell und p irreduzibel
ist, folgt aus m+n > 2, dass c keine Einheit ist und wir finden [ € N und irreduzible Elemente
51,...,mitc=s57----- s1. Da R faktoriell ist, folgt ohne Beschrankung der Allgemeinheit

P~ P1, dhp ’ a.

(2) Seip#{0} ein Primideal. Da R ein Hauptidealring ist, gilt p=(p), wobei p € R ein Primele-
ment ist. Satz 3.3.3 liefert ein maximales Ideal m O (p). Da R ein Hauptidealring ist, gibt es
g € R mitm=(q). Wegen p € m gibt es » € R mit p=rq. Da ¢ aufgrund von m # R keine
Einheit ist, impliziert die Unzerlegbarkeit von p dass r eine Einheit ist. Damit ist (p) =m ein
maximales Ideal. Sei nun py € R irreduzibel. Dann ist (pg) # R und wir finden mit analogen
Elementen ein Primelement ¢y mit go|po. Die Irreduzibitldt von pg liefert py ~ go. Also ist go
ein Primelement.

O]

Satz 3.5.2. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R faktoriell.

Beweis. Sei a € R\ ({0} U R*). Wir gehen schrittweise vor.

¢ Existenz der Zerlegung: Angenommen, a besitzt keine Faktorisierung wie in (i).

Wegen a € R\ ({0} U R*) gilt {0} C (a) € R und nach Satz 3.3.3 gibt es ein maximales
Ideal my C R mit (a) C m;2. Da R ein Hauptidealring ist, gilt m; = (p;) fiir ein Primelement
p1 € R. Wegen a € m; gibtes a; € Rmita=ap;.

Gilt a; € R*, so ist a1p; ein Primelement und a = a1p1, im Widerspruch zu unserer Annah-
me. Damit gibt es wie oben ein Primelement ps und as € R mit a1 = agps. Wegen a =aspi1p2
ist wie zuvor ay keine Einheit. Dies impliziert (a1) € (a2) € R. Induktiv erhalten wir eine
Folge (a;i)ieny von Idealen eine Folge (p;)ieny von irreduziblen Elementen mit a; = a;+1pit+1
und (a;) € (a;11) sowie (a;) € R fiir alle i € N. In den Ubungsserien wird gezeigt, dass dies

nicht sein kann.

¢ Eindeutigkeit der Zerlegung: Es seienpi, ..., pn, q1, ..., ¢m irreduzible Elemente mit p; - - - p, =
q1 - - - gm. Wir beweisen die Eindeutigkeit durch Induktion nach n.

Gilt n =1, so folgt p1 = qi(q2 - - - ¢). Damit ist der zweite Faktor eine Einheit, was m =1
impliziert. Sei n > 1. Da p,, nach Satz 3.5.1 ein Primelement ist, gibt es ein j, € {1,...,m}
Pnlgj,. Da gj, irreduzibel ist, existiert eine Einheit u mit ¢;, =up, und es folgt p, ~¢;,. Da R
ein Integritdtsbereich ist, erhalten wir zudem

P1-Pn—1=Uq1 """ 4j,—-195,+1 """ qdm-

Da ugq; irreduzibel ist, folgt nach Induktionsannahme n—1=m—1. Ebenso erhalten wir eine
Bijektion 7 : {1,...,n—1} — {1,...,n}\{jn} mit p; ~ q,(; fiir 1 <i <n—1. Wir definieren

"Die Existenz eines solchen maximalen Ideals kann in Hauptidealbereichen auch ohne Verwendung des Zornschen
Lemma bewiesen werden, da in Hauptidealbereichen aufsteigende Ketten von Idealen stets stationdr werden.
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nun o € §, durch
o (i) = { (i) i#n

In  1=n.

Dann gilt p; ~ ¢, ;) fiir 1 <i<n und R ist faktoriell.

Satz 3.5.3. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Da R ein Integritdtsbereich ist, miissen wir lediglich zeigen, dass jedes Ideal I C R ein
Hauptideal ist. Sei I # {0}. Dann gibt es 7o € I\ {0} derart, dass

p(ro) = min{p(r) | r e I\{0}}.

Seinun z € I. Dann gibt es ¢, € R mit x=¢ro+r und r=0 oder p(r) < p(ro). Wegen r=z—qro € 1
folgt nach Wahl von 1y, dass r =0 gilt. Also gilt z € (r¢) und damit I = (zo). O

Bemerkungen. (1) Das analoge Argument wie im obigen Beweis zeigt, dass jede Untergruppe
von (Z,+) zyklisch ist.

(2) Nicht jeder Hauptidealring ist ein euklidischer Ring. Ein Beispiel dafiir ist der Ring

1+i\/ﬁb
2

R:={a+ |a,beZ} CC.

Der Beweis ist nicht trivial. Wir verweisen daher nur auf [6].

(3) Wir haben damit folgende Implikationen fiir einen Ring R nachgewiesen.

R euklidischer Ring == R Hauptidealring == R faktorieller Ring == R Integritétsbereich.

Definition. Es sei R ein Integritdtsbereich und ry,...,r, € R mitn € N. Ein Element a € R heifst
ggT (grofiter gemeinsamer Teiler) von 1, ..., 7, falls folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esgilta | r; furallei € {1,...,n}.
(2) Istb € Rmitb | r; furallei € {1,...,n}, so gilt bereits b | a.
Wir bezeichnen die Menge der groiten gemeinsanem Teiler von 1, . .., r, mit ggT(r1,..., 7).

Bemerkung. Sind a,b € ggT(r1,...,ry), so gilt a|b und b|a. Das heifit a ~ b. Weiter sieht man ein,
dass fiir jeden grofiten gemeinsamen Teiler ¢ € ggT(r1,...,r,) die Gleichung

ggT(r1,...,m) = cR”
gilt.
Beispiele. (1) In Z gilt ggT(60,105) = {£+15} = 15Z*.
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(2) InZ[/—5] gilt ggT(6,2(1 +iV5)) = @: Angenommen t ein grofiter gemeinsamer Teiler. Dann
gilt N(¢) | 36 und N(t) | 24, das heiflt N(¢) | 12. Da 2 und 1 + i1/5 Teiler von 6 und 2(1 + iv/5)
sind, liefert die ggT-Eigenschaft 2 | ¢ und 1 +4v/5 | t. Das heif$t 12|N(¢). Damit gilt N(¢) = 12.
Wir schreiben ¢ = a + biy/5. Dann gilt 12 = N(¢) = a? + 5b. Diese Gleichung besitzt in 72
keine Losung, ein Widerspruch.

(3) Esgiltri =ro=--- =1, =0%< ggT(r1,...,m) = {0}
Lemma 3.5.4. Es sei R ein faktorieller Ring und r1,...,ry, € R.
(1) Esgilt & # ggT(r1,...,m0).
(2) Istt # 0 ein grofiter gemeinsamer Teiler der r; und ist ta; = r; fiirallei € {1,...,n}, so gilt

geT(a,...,a,) = R™.

Beweis.

(1) Wir konnen annehmen, dassein 1 <! < nmitr; # 0 & 1 < i <[ existiert. Wir fixieren
ein Reprasentantensystem P aller irreduziblen Element in R. Da R ein faktorieller Ring ist,
finden wir Einheiten u; und eindeutige Darstellungen

T, = U; Hpmp(r7)

peP

furalle 1 <14 <Imitm,(r;) € Ny fiir alle p € P. Fur p € P setzen wir
m(p) := min{p™*") | i e {1,...,1}}.
Man tiberpriift nun, dass g := [[ <5 p™P) ein grofter gemeinsamer Teiler der r; ist.

(2) Da R faktoriell ist, existiert g € ggT (a1, ...,a,) # &. Esist tg ein Teiler von ta; = r; fiir alle
i € {1,...,n}. Die ggT Eigenschaft liefert uns tg | t. Damit gilt tg ~ t. Das heifst es existiert
eine Einheit c € R* mitt(c — g) = 0. Dat # 0 gilt, folgt g = c.

O]

Definition. Ist R ein faktorieller Ring und r, s € R. Wir sagen r und s sind teilerfremd, falls 1 ein
grof3ter gemeinsamer Teiler von 7, s ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ggT(r, s) = R* gilt.
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4 Polynomringe

4.1 Konstruktion von Polynomringen

Der Begriff des Polynoms ist uns seit der Schule geldufig. Dort werden Polynome hédufig mit denen
von ihnen induzierten Funktionen gleichgesetzt. Hier muss jedoch unterscheiden, sobald man
nicht mehr nur Polynome mit Koeffizienten in R, C betrachtet, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel. Sei R ein kommutativer Ring und f die Funktion
f:R— R:rw—r’+r+1.

Fir R = R wird die Funktion f durch das Polynom z? + z + 1 beschreiben. Mit der spéter
entwickelten Theorie kénnen wir zeigen, dass 22 + x + 1 das einzige Polynom ist, welches die
Abbildung beschreibt. Fiir R = Z/(2) beschreibt das Polynom x? + x + 1 weiterhin die Abbil-
dung f. Jedoch beschreiben auch die Polynome 1, 2% + z + 1 und (2% + z + 1)? die Funktion
fiZ)(2) —Z/(2); r—r?+r+1.

Um den Unterschied der beiden Begriff klarer zu machen, fithren wir dafiir zundchst Polynome
auf formale Weise ein und untersuchen erst im ndchsten Abschnitt die induzierten Funktionen.
Wir beschréanken uns dabei nicht auf Polynome in einer ,Variablen” bzw. ,Unbestimmten”.

Im Folgenden sei R ein kommutativer Ring und n € N. Wir definieren die Menge
R[X1,...,X,] = RN .= {(rp)pene [ 7y € R,y = 0 fiir alle bis auf endlich viele u € N
und Abbildungen
4.t R[X1,..., X] x RIX1,..., X, — R[X1,..., X0
durch

(7p) peng + (Su)ueNg} = (ru + 8pu) peny (Tu)ueNg “(8p)penp = (t,u),ueNg

ty, = Z )\Sy.

AVENT Av=p

wobei

Direktes Nachpriifen der Ringaxiome zeigt:

Satz 4.1.1. Sei R ein kommutativer Ring und n € Ny, so erhilt das Tupel (R[X1, ..., X,],+,) die
Struktur eines kommutativen Ringes mit Einselement (15 0o,y )meNg-
0

!Die betrachteten Tupel sind gerade die Funktionen f: N§ — R mit endlichem Trager supp(f) := {u € Ny | f(u) #

0}.
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Fir 4 € Nij sei mit X# := (1g dmy)meny € R[X1, ..., Xp] das zu p1 gehdrige Monom bezeichnet.
Weiter bezeichnen wir fiir i € {1,...,n} mite; € Nj den i-ten Einheitsvektor und definieren

Xi = X%,

Die Elemente X7, ..., X,, heifen Unbestimmte tiber R. Fiiri € {1,...,n} zeigt eine leichte Induk-
tion nach | € Ny, dass (X;)! = X'¢ gilt. Ist u = (p, ..., tn) € NB, so erhilt man weiter

XH = XHie1, xH2e2 | YXHnén — (Xl)#l . (X2)#2 - (Xn)“”%

Jedes Element (ry,)meny € R[X1,...,X,] ldsst sich so auf eindeutige Weise in Unbestimmten
X1, ..., X, schreiben. Genauer gilt

= b — Hi o XH
(ru)peng = Z Xt = Z ru X1 XHr.
neNG peNY

Konvention: Wir schreiben von nun an

=3 muXi Xt = 3 XF € R[Xy,. .., Xal.
HENG nENG

Insbesondere gilt also 7, = 0 fiir alle bis auf endlich viele 1 € Nj.

Obige Verkniipfungen lesen sich nun wie folgt:

|51 w M1 Mn — H1 &
§ :Tqu X+ E spXy - Xt = E (ru s X X
pENY peNg HeNg

DX X Y s, X X = Y D (ms) | XIe X

neNy neNy HENT \A\VveENG;A+v=p

Definition. Fir p = (u1,...,u,) € Nj definieren wir |pu| := Y | p;. Fiir ein Polynom f =
ZMGNS ru X" heifit

deg(f) = { max{|u_|c‘>£u ?é O} :;7:&8

der Grad des Polynoms f.

Beispiele. (1) Das Polynom 7X} +4X7? + 5 € Z[X1] hat Grad 6.
(2) Das Polynom 2X> X3 + X3 X2 X3X4X5 € Z[X1,. .., X¢] hat Grad 5.
(3) Das Polynom (1 +2Z)X + (14 2Z)X € Z/(2)[X] hat Grad —ooc.
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Satz 4.1.2 (Die universelle Eigenschaft des Polynomrings). Sei ¢ : R — S ein Homomorphis-
mus kommutativer Ringe, s = (s1,...,sn) € S™ Dann gibt es genau einen Homomorphismus von
Ringen ¢5 : R[ X1, ..., X, — S mit

(i) ¢s(r)=p(r) Vre Rund

(i) ps(X;)=s; V1<i<n.

Beweis. Ist ) ein Homomorphismus mit obigen Eigenschaften, so gilt

PO X = 37 )R (X (X = 3 sl sl

neNg neNg peNG

fiir alle Polynome ) penn TpX . Insbesondere existiert hochstens ein Homomorphismus mit obi-
gen Eigenschaften und wir definieren notwendigerweise

Ps: R[X1,..., X, — S Z rXH = Z o(ry)sht - shn.
HeENG IS
Man rechnet nun nach, dass ¢, ein Ringhomomorphismus ist. O

Korollar 4.1.3. Es sei R ein kommutativer Ring und n > 2. Es gibt einen Isomorphismus

R[X1,...,Xn]| 2 R[X1,..., Xn_1][Xn)].

Beweis. Ubungsaufgabe. O

4.2 Polynome in einer Variablen und Nullstellen

In diesem Abschnitt studieren wir Polynomringe iiber einem kommutativen Ring R in einer Varia-
blen. Anstatt R[X] schreiben wir R[X] und unterscheiden nicht zwischen N} und Ny. Weiter iden-
tifizieren wir im Folgenden den Ring R mit den konstanten Polynomen {rX° | »r € R} C R[X],
das heifit wir fassen R als Unterring von R[X] auf.

Definition. Sei f = )",y 7 X" € R[X]\ {0}, dannist deg(f) € No und 7geq(y) der Leitkoeffizient
von f. Das Polynom f heifst normiert, falls der Leitkoeffizient r4,(r) = 1 erfiillt.

Satz 4.2.1. Sei R ein kommutativer Ring.
(1) Es gilt deg(f+g) <max{deg(f),deg(g)} V f,g € R[X].
(2) Esgilt deg(fg) <deg(f)+deg(g) VY f,g € R[X].
(3) Ist R ein Integrititsbereich, so gilt deg(fg)=deg(f)+deg(g) V f,g € R[X].
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(4) Ist R ein Integrititsbereich, so ist R[X| ein Integrititsbereich und es gilt R[X|* =R*.

Beweis. Wir beweisen lediglich (4). Es seien f, g € R[X] mit fg=0. Dann gilt nach (3)

—o0 = deg(fg) = deg(f)+deg(g)

und somit f =0 oder g=0.
Klar ist R* C R[X]*.Sei f € R[X]* und g € R[X]| mit fg = 1. Mit (3) folgt 0 = deg(f) + deg(g),
das heifst f,g € R und somit f € R*. O

Wie fiir Polynomringe iiber Korpern liefert das Verfahren der Polynomdivision:

Satz 4.2.2. Sei R ein kommutativer Ring sowie g € R[X]|\{0} ein Polynom, dessen hichster Koef-
fizient eine Einheit ist. Dann existieren zu jedem Polynom f € R[X] eindeutig bestimmte Polynome
¢, € R[X] derart, dass f =qg+r mit deg(r) <deg(g) gilt. O

Korollar 4.2.3. Sei R ein kommutativer Ring, X eine Unbestimmte iiber R. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) R[X] ist ein euklidischer Ring.
(2) R[X] ist ein Hauptidealring.
(3) R ist ein Korper.

Beweis. (1) = (2). Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.5.3.

(2) = (3). Der Hauptidealring R[X] ist insbesondere ein Integritdtsbereich. Damit ist R C R[X]
ebenfalls ein Integritdtsbereich. Nach Satz 4.1.2 gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : R[X] —
R mit (r) =r fiir alle r € R und $(X) =0. Damit ist ¢ surjektiv und wegen R[X]/ker ¢ = R ist
p := ker ¢ ein Primideal von R[X]| nach Lemma 3.3.1. Wegen X € p folgt p # {0}. Da R Haupt-
idealring ist, liefert 3.5.1 die Maximalitdt von p. Erneute Anwendung von Lemma 3.3.1 zeigt, dass
R = R[X]/p ein Korper ist.

(3) = (1). Nach Satz 4.2.1 ist R[X] ein Integritdtsbereich. Wir definieren

R[X]\ {0} — No, f = deg(f).

Nach Satz 4.2.2 ist dies eine geeignete Gradfunktion, da R ein Korper ist. O

Definition. Sei f=) I ,a; X" € R[X]\{0}. Ein Element » € R heifit Nullstelle oder Wurzel von
[, falls >0 air' =0 gilt.

Furr € R sei
R[X] — R

Do wiXt = D gair

54



der nach Satz 4.1.2 eindeutig bestimmte Homomorphismus mitev,(a)=a Va € Rund ev,(X)=r.
Der Homomorphismus ev, heifst Auswertungs- oder Einsetzungshomomorphismus in r.

Es ist r € R eine Nullstelle von f € R[X] genau dann, wenn ev,(f) = 0 gilt. Fiir ein beliebiges
Polynom f=>"" ja;X"und r € R werden wir von nun an

flr)=ev.(f) = Zairi eER
=0

schreiben.

Satz 4.2.4. Sei R ein Integrititsbereich. Dann besitzt jedes Polynom f € R[X|\{0} hochstens deg(f)
Nullstellen.

Beweis. Fiir ein Polynom h € R[X] \ {0} bezeichen wir mit Zr(h) die Nullstellen von 4 in R. Wir
verwenden Induktion nach deg(f), wobei der Fall deg(f) =0 trivial ist. Gilt deg(f) >0 und ist r
eine Nullstelle von f, so gibt es nach Satz 4.2.2 ¢q,a € R[X] derart, dass f =¢(X —r)+amita =0
oder deg(a) < 1 gilt. Zudem haben wir

O=f(r)=evy(¢(X —7) +a) =ev.(q) evp (X —7) +evy(a) =q(r)(r—r)+a(r)=a(r).

Wir schlieffen damit ¢ = 0. Da R ein Integritdtsbereich ist, erhalten wir mit Satz 4.2.1 deg(q) =
deg(f)—1. Weiter gilt Zr(f)=Zr(q) U {r}. Die Induktionsannahme liefert damit die Behauptung.
O

Beispiele. (1) Das Polynom X? + 1 besitzt in R keine Nullstelle, in C hingegen gilt X% + 1 =
(X — ) (X +19).

(2) Das Polynom (X — 1)(X — 2)? € Z[X] hat die Nullstellenmenge {1, 2}.

Korollar 4.2.5. Sei K ein Korper und G C K* eine endliche Untergruppe. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Sei d ein Teiler von |G| sowie G4 C G eine Untergruppe der Ordnung d. Fiir x € G ist
ord(z) nach dem Satz von Lagrange ein Teiler von d. Damit folgt x% = 1. Also ist x eine Nullstelle
von f;:=X%-1¢€ K[X]und G, C {x € K | f4(z) = 0}. Satz 4.2.4 zeigt nun

Gd = {x c K ’ fd($>:0}.

Damit besitzt G hochstens eine Untergruppe der Ordnung d und nach Satz 1.2.4 ist G damit zy-
klisch. O

Definition. (1) Sei f € R[X]\{0} ein Polynom und r € R eine Nullstelle von f. Dann gilt
(X —7)|f und nach Satz 4.2.1 existiert ein n(r) € N mit (X —7)*")|f und (X —r)""+1 4 £,
Dann heifit n(r) die Vielfachheit der Nullstelle 7.

(2) Sei f=>"",a;X" € R[X]. Dann heif}t
fli=> ia; X! € R[X]
i=1

die Ableitung von f.
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Satz 4.2.6. Sei K ein Korper, « € K eine Nullstelle des Polynoms f € K|[X]\{0}. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) n(a)=1.

(2) f'(a)#0.
Beweis. (1) = (2). Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom ¢ € K[X| mit f=¢(X—a) und g(«) #0.
Die Produktregel liefert f'=¢'(X —a)+¢. Damit erhalten wir f'(a) =¢(«) #0.

(2) = (1). Sei nun n(a) > 2. Dann gilt n(a) — 1 > 1. Wir schreiben f = ¢(X —a)™®) mit g(«) #£0.
Damit liefert die Produktregel

f = q/(X_a)n(a)_i_n(a)q(X_a)n(a)fl_
Es folgt f/(a) - q/(a)(a_a)n(a) + n(oz)q(a—a)"(a)_l 0. 0
Beispiel. Sei K ein Kérper, f = X" —1 € K[X] (n > 1). Dann gilt f’' = nX" 1. Ist a € K eine

Nullstelle von f, so folgt a™ =1 und f’(a) = na™"!. Die Annahme f’(a) =0 fiihrt zu n1 = 0 und
damit char(K')|n. Andernfalls ist a eine einfache Nullstelle von f.

Satz 4.2.7. Sei K ein Korper, f € K[X] ein Polynom mit deg(f) > 1.
(1) Gilt char(K)=0, so folgt deg(f")=deg(f)—1.
(2) Gilt char(K)=p>0, so folgt deg(f") <deg(f)—1.

(3) Gilt char(K)=p>0, so gilt f'=0 genau dann, wenn f:Z?:o o X fiir ag, ..., ap € K.

Beweis.

(1),(2) Sei f=>"""yai X", an#0. Wegen f/=>"",ia; X" ! folgt deg(f) <m—1 und deg(f)=m—1
falls char(K)=0.

(3) Es gelte f'=0, wobei f=>"",a; X", am # 0. Dann folgt ia; =0 fiir i > 1, d.h. p|i fiir a; #0.

Wir erhalten
f:ZCLiXZ: Z aiX’—I—aoX()p: Z aiX%p—l-aoXOp
i=0 i=1,a;#0 i=1,a;#0

Ist umgekehrt f =", a; X7, so folgt f'=>""_, pjo; XPI~1 =0.
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4.3 Unzerlegbare Polynome

Wir haben bereits gesehen, dass fiir einen Korper K der Polynomring K[X] ein eukldischer Ring
und damit insbesondere faktoriell ist. Ziel dieses Abschnitts ist es ein allgemeineres Resultat zu
beweisen: Wir werden einsehen, dass fiir einen faktoriellen Ring R mit Unbestimmten X1, ..., X,
der Polynomring R[ X1, ..., X,] auch faktoriell ist.

Im Folgenden sei R ein faktorieller Ring. Definitionsgemaf3 ist R ein Integritdtsbereich und der
Quotientenkorper K := Q(R) enthélt den Ring nach Identifikation von R mit im tg)\ 1y = R.
Im Folgenden werden wir den Begriff der Assoziiertheit in Integritdtsbereichen (siehe Abschnitt
3.5) in natiirlicher Weise auf Quotientenkorper erweitern.

Definition. Sind «, 8 € K so schreiben wir « ~ (3, falls ein v € R* mit 8= u« existiert. In diesem
Fall nennen wir o und 3 assoziiert.

Bemerkung. (1) ~ definiert eine Aquivalenzrelation auf K.

(2) Sind a,b € R. So sind a, b assoziiert aufgefasst als Elemente in K genau dann, wenn a und b
assoziiert im Integritdtsbereich R sind.

Beispiele. (1) Essei R:=Z mit K = Q. Wegen R* ={1, —1} sind zwei Elemente ¢, 8 € Q genau
dann assoziiert, wenn o ==+ gilt.

(2) Sei K ein Korper, X eine Unbestimmte tiber K. Wir betrachten R := K[X]. Wegen R* =
K\ {0} sind zwei Elemente f,g des Quotientenkérpers K(X) := Q(K[X]) von R genau
dann assoziiert, wenn es ein « € K\ {0} mit f = ag gibt.

Wir fixieren ein vollstindiges Reprdsentantensystem P C R der Assoziiertenklassen irreduzibler
Elemente von R. Dann existiert zu jedem r € R\ {0} eine eindeutig bestimmte Folge (m,(r))pe,
my(r) € No? fiir alle p € P mit

r o~ H pme(r),

Ist nun K der Quotientenkérper von R und a=% € K\ {0}, so folgt

o~ H pmp(r)—'mp(s)_
peP

Fiir p € P setzen wir vp(«) :=my,(r) —my(s) € Z und bemerken, dass v, () unabhédngig von der
Wahl der Darstellung von « ist. Dies liefert eine wohldefinierte Abbildung

vp: K\{0} — Z, o — vp(«)

o~ H pr(Oé)

peP
fir alle o € K\ {0}.

*Hierbei sind alle bis auf endlich viele der m,,(r) gleich Null.
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Bemerkung. Seien «, 5 € K'\{0}. Es gilt

a~fBeyla)=vy(f) Vped.

Definition. Sei f € K[X]\{0} ein Polynom. Dann gibt es ay, ..., a, € K mit f=> 1, o; X*. Wir
definieren den Inhalt ¢(f) von f durch

c(f) = [[p~Y € K\ {0},

peP

wobei vy, (f):=min{w,(r;) | a;#0} fur jedes p € P gilt.

Bemerkungen. (1) Fira € K\ {0} gilt c(a) = [[,cp pr(®) ~ a.

(2) Nach Konstruktion (vgl. mit dem Beweis von Lemma 3.5.4) ist fiir f = > I 7, X’ € R[X]\
{0} der Inhalt ¢( f) ein grofiter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten, d.h. ¢(f) € ggT(ro,...,rn).

(3) Sei f € K[X]\ {0}. Es gilt ¢(f) € R genau dann, wenn f € R[X].
(4) Fiir f € K[X]\ {0} und a € K \ {0} zeigt direktes Nachrechnen c(c.f) = c(a)e(f) ~ ac(f).
Beispiel. Sei R:=7Z, K :=Q sowie
fi=42X?4+28X +6.

Wir wihlen fiir P die Menge der (positiven) Primzahlen P. Wegen 42 =2 -3 -7, 28 = 22 . 7 und
6=2-3 gilt v,(f) =0 flir p #2, 3, 7. Ferner gilt v7(f) =0=uv3(f) sowie v,(f)=1. Damit erhalten wir
c(f)=2. Weiter gilt c(—3 f) = 3 = c(—3)c(f), aber c(—3 f) = 3 # —3c(f).

Lemma 4.3.1. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K sowie f € K[X|\{0} ein Polynom.

(1) Es existieren r,s € R\{0} und fo € R[X]|\{0} mit

(ﬂ) fzng/
(b) c(fo)=1, und
(c) ggT(r,s) = R*.

(2) Die Elemente r,s € R und fy € R[X] sind bis auf Multiplikation mit Elementen aus R*
eindeutig bestimmt.

(3) Ist f € R[X], so gilt s~1 und r~c(f).

Beweis.
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(1) Wir schreiben

mit a;,b; € R, b; # 0 fir 1 <i < n. Esistb:=[]",b # 0. Damit folgt bf € R[X] und
d:=c(bf) € R\ {0} ist ein grofiter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von bf. Wir setzen

fo = 2(bf) € RIX],

und erhalten ¢(fy) = c(%)c(bf) ~ g =1. Mit fy € R[X] und der Definitions des Inhalts folgt
bereits ¢(fy) = 1.

Es sei nun ¢ ein grofster gemeinsamer Teiler von b und d. Wir setzen s := 7 und r :=

Anwendung von Lemma 3.5.4 ergibt ggT(r, s) = R*. Weiter gilt f = 4 o= = fo-

(2) Angenommen, 7', s’ € Rund f{ € R[X] erfiillen (a), (b) und (c). Dann gilt rs’ fo = s f} und
wir erhalten
rs' = rs'c(fo) ~ c(rs'fo) = clr'sfy) ~ 'se(fo) = 's.

Da ggT(r,s) = R* = ggT(r', s') gilt, folgt r ~ 7" und s ~ s. Insbesondere existieren Einhei-
ten u,v € Rmitr = ur’, s = vs’. Wir erhalten

vs' v _
fo="f=—f=—fl=vu'f}
ur u
mit vu~! € R Einheit.

(3) Sei f € R[X]. Es gilt & = Zc(fo) ~ c(%fo) = c(f) € Rund ggT(r,s) = R* liefert s ~ 1. Wir
erhalten damit r ~ sc(f) ~c(f).

O]

Lemma 4.3.2. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K. Dann gilt

c(fg) = c(f)elg) ¥ f,9 € K[X]\{0}.

Beweis. Wir wenden Lemma 4.3.1 an und schreiben

/

r T
f==fo 9= —90
] s

mit ggT(r,s) = R* = ggT(r’, s") sowie ¢(fo) =1=c(go). Angenommen, ¢(fogo) # 1. Dann existiert
ein p € P derart, dass p jeden Koeffizienten von fpgy € R[X] teilt. Da R faktoriell ist, ist p := (p)
ein Primideal von R. Wir betrachten die kanonische Projektion 7 : R — R/p sowie den nach Satz
4.1.2 eindeutig bestimmten Homomorphismus

n

7 RIX] — (R/P)XP 5 7* O riX') =) w(r) X
=0

=0

*Eigentlich miissten wir eine Unbestimmte Y iiber R/p wahlen.
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mit 7*|p = 7 und 7*|r(X) = X. Dann gilt

0 = 7*(fogo) = 7" (fo)7" (g0)-

Nach Lemma 3.3.1 ist R/p ein Integritdtsbereich und Lemma 4.2.5 zeigt, dass (R/p)[X] ebenfalls
ein Integritdtsbereich. Damit folgt 7*(fy) = 0 oder 7*(go) = 0 und somit p|c(fo) oder p|c(go), im
Widerspruch zur Definition von fj oder go. Damit erhalten wir ¢( fogo) =1.

Insgesamt folgt

ror! ror! ror! r

C(fg)zc(ggfogo) = C(gg)c(fogo)zc(;?) = C(g)c(fo)c( )e(g0) = e(f)e(g).

s
Bemerkung. Seien f,g € K[X]\ {0} mit fg € R[X]. Dann gilt
c(f)elg) = c(fg) € R.

Satz 4.3.3. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K. Dann gilt:
(1) R[X] ist faktoriell.
(2) Sei f € R[X]\{0} ein Polynom. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f € R[X] ist irreduzibel.

(b) deg(f) =0 und f € R ist irreduzibel, oder f ist als Element in K|[X| irreduzibel mit
o(f)=1.

~—

Beweis.

(1) Sei f € R[X]\{0}, f ¢ R[X]*. Wir gehen schrittweise vor.

(i) f istein Produkt von Elementen aus R[X], die (b) erfiillen.
Beweis. Sei deg(f)=0. Dann gilt f € R und f ist ein Produkt irreduzibler Elemente
von R, denn R ist faktoriell.

Sei nun deg(f) > 0. Dann gilt f ¢ K \ {0} = K[X]* und da K[X] als Hauptidealring
faktoriell ist, gibt es irreduzible Elemente g1, . .., g, € K[X] mit

f=91-gn
Lemma 4.3.1 liefert a; € K \ {0} und h; € R[X] \ {0} mit
gi = aih; , c(hi)=1 1<i<n.

Wir erhalten
f=ahy---h, mit a:=a71---a, € K*

und somit liefert Lemma 4.3.2 @ ~ c¢(a) = ¢(f) € R. Mithin ist « € R\ {0}. Ist «
keine Einheit in R, so zerlegen wir a im faktoriellen Ring R in irreduzible Faktoren
a = p1 - - - p; und erhalten so die gewiinschte Darstellung.

f=p1---pih1--hy.
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Sei daher nun o € R*. Dann gilt ¢(a) ~ 1 und die Definition des Inhalts impliziert
c(a) = 1. Somit ist
f = (Olhl)hz e hn

eine gewiinschte Darstellung, da c(ah;) = 1 gilt und ahy € R[X] irreduzibel in K[X]
ist. o

(ii) Seip € R irreduzibel. Dann ist p ein Primelement von R[X].
Beweis. Da R faktoriell ist, ist p:= (p) ein Primideal in R. Wir betrachten die kanoni-
sche Projektion 7 : R — R/p sowie den induzierten Homomorphismus 7* : R[X]| —
(R/p)[X].Seig € ker7*, g=>"" ,r; X" Dann gilt

n

0=n"(g) = Zw(ri)Xi

=0

und daher r; € ker 7= fiir 0 <i <n. Wir schreiben r; = s;p und setzen h:=>"" s X°.
Dann gilt g = ph und somit ist ker 7* = R[X|p das von p in R[X] erzeugte Ideal. Also
induziert 7* einen Isomorphismus R[X]/R[X]p — (R/p)[X]. Da R/p ein Integritats-
bereich ist, gilt dies nach Satz 4.2.1 auch fiir (R/p)[X]. Damit ist R[X]p ein Primideal

und p in R[X] ein Primelement. o
(iii) Sei f € R[X] derart, dass ¢(f)=1 gilt und f in K[X] irreduzibel ist. Dann ist f prim in
R[X].

Beweis. Seien g, h € R[X]| mit f|gh. Da K[X] als euklidischer Ring faktoriell ist, und
damit f bereits prim in K [X] ist, konnen wir f|g annehmen. Es gibt also A € K[X] mit
g = Af. Wir schreiben A = )Xo mit \g € R[X], ¢(Ag) = 1 und ggT(r,s) = R*. Nach
Lemma 4.3.2 gilt dann

g= g()\of) mit c(Mof) = c(Ao)e(f) = L und Aof € R[X].

Damit liefert Lemma 4.3.1(3) s ~ 1 und es folgt A = Ao € R[X]. Damit gilt auch f|g in
R[X] und f ist ein Primelement von R[X]. o

Seinun f € R[X|\{0}, f & R[X]*. Nach (i), (ii) und (iii) ist f ein Produkt von Primelementen
von R[X]. Damit ist jedes irreduzible Element von R[X] ein Primelement. Es verbleibt zu
zeigen, dass bis auf Permutation und Assoziiertheit genau eine Zerlegung in irreduzible
Elemente existiert. Da wir gezeigt haben, dass irreduzible Elemente in R[X] bereits prim
sind, kdnnen wir genauso wie im Beweis von Satz 3.5.2 argumentieren:

Seien also p1 - - - pn = q1 - - - ¢m Zerlegungen in irreduzible Faktoren. Wir fiir den Beweis iiber
Induktion nach n + m > 2. Fiir n + m = 2 ist nichts zu zeigen. Da wir nachgewiesen haben,
dass jedes irreduzible Element in R[X| prim ist, finden wir ein i € {1,...,m} mit pi|¢:.
Wir schreiben ¢; = ap; und bemerken, dass a eine Einheit ist, da ¢; irreduzibel ist. Es folgt
P2 DPn =q1- - ¢i—1(agi+1) - - - gm Mit ag; 41 irreduzibel. Auf diese Gleichung kénnen wir die
Induktionsvoraussetzung anwenden. Damit ist R[X] faktoriell.

(2) (a) = (b). Gemasf (i) schreiben wir f als Produkt von Elementen aus R[X], die (b) erfiillen.
Wir haben in (ii) und (iii) eingesehen, dass alle Faktoren prim in R[X] sind und damit ins-
besondere irreduzibel. Da R[X] faktoriell ist, besteht das Produkt aus einem Faktor und es
folgt die Behauptung. (b) = (a). Dies folgt aus (iii).
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Beispiel. Es sei R = Z mit Quotientenkorper Q.
(1) f =2X0"istirreduzibel in Z[X] aber nicht in Q[X].
(2) f =4X"ist weder in Z[X] noch in Q[X] irreduzibel.
(3) f= Xistin Z[X] und Q[X] irreduzibel.
(

4) f =2X istnichtin Z[X] aber in Q[X] irreduzibel.

Korollar 4.3.4. Sei R ein faktorieller Ring und n € N. Dann ist der Ring R[ X1, ..., X, faktoriell.

Beweis. Die Aussage folgt induktiv unter Verwendung von Satz 4.3.3 und Korollar 4.1.3. O

Satz 4.3.5 (Kriterium von Eisenstein). Es sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K sowie
[=>""oriX" € R[X] ein Polynom vom Grad n>0. Ist p € R irreduzibel mit p|r; fiir 0<i<n—1
und p { ry, sowie p { ro. Dann ist f € K[X] irreduzibel.

Beweis. Da p € R irreduzibel ist, ist p := (p) ein Primideal von R. Damit ist R/p ein Inte-
gritdtsbereich und besitzt einen Quotientenkdrper L. Wir betrachten die kanonische Projektion
m : R — R/p sowie den induzierten Homomorphismus 7* : R[X| — (R/p)[X] C L[X]. Nach

Voraussetzung gilt
n

() =D ()X = w(r) X"
i=0
Angenommen, f ist nicht irreduzibel in K[X]. Da K ein Kérper ist, gibt es Polynome g, h € K[X]
mit 0 <deg(g), deg(h) <n und
f=gh.
Insbesondere gilt n > 2. Gemdf Lemma 4.3.1 schreiben wir g = ggo, h = ’;—:Eo. Weiter seien

xz,y € R\ {0} mit ggT(z,y) = R* und Z—ZZ = ¢ Wir erhalten

[ = g(!_]of_lo)

und schlieffen mit Lemma 4.3.2 und Lemmma 4.3.3, dass £ € R. Damit existiert eine Zerlegung
f=ghmitg,h € R X]|und 0 < deg(g),deg(h) < n. Wir erhalten
T(rp) X" =7"(f) = 7" (gh) = 7" (g)7"(h).

Mitn = deg(m(r,)X") = deg(n*(g))+deg(7*(g)) und n = deg(g)+deg(h) folgt weiter 0 < deg(g) =
deg(m*(g)) und 0 < deg(h) = deg(m*(h)). Insbesondere sind 7*(g), 7*(h) keine Einheiten in L[X].

Es ist L[ X] als euklidischer Ring faktoriell. Da X € L[X] irreduzibel und 0 # 7(r,) € R/p \ {0} C
L* = L[X]* eine Einheit ist, folgt damit aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, dass
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X ein Teiler von 7*(g) und 7*(h) ist. Das heifst die konstanten Terme von 7*(g) und 7*(h) sind
07, = Og/p. Der konstante Term von 7*(g) ist g(0) + p. Das heifit g(0) € p = (p) und damit p | g(0).
Analog folgt p | ~(0) und insgesamt p? | g(0)h(0) = f(0). Also teilt p? den konstanten Term von f,
ein Widerspruch zur Annahme. O]

Beispiel. (1) Essei f:= X3+3X2+15. Dann ist f € Q[X] irreduzibel nach dem Kriterium von
Eisenstein fiir p = 3 € Z. Wir wihlen P = P. Wegen ¢(f) =1 ist f auch irreduzibel in Z[X]
aufgrund von Satz 4.3.3.

(2) DaPolynom X?+1 istirreduzibel in Q[ X . Das Eisensteinkriterium ist aber nicht anwendbar.
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5 Elementare Theorie der Korpererweiterungen

5.1 Korpererweiterungen

Definition. Sei L ein Kérper. Ein Unterring K C L heifit Teilkérper, falls 27! € K V2 € K~ {0}
gilt. Dann nennt man L einen Erweiterungskorper von K und spricht von einer Kérpererweite-
rung L: K.

Beispiele. (1) R:Q ist eine Kdrpererweiterung.

(2) C:Rist eine Korpererweiterung.

Diese beiden Erweiterungen unterscheiden sich in fundamentaler Weise: Ist allgemein L : K eine
Korpererweiterung, so erhélt L vermoge

ro:=rv Vre KjvelL

die Struktur eines K-Vektorraums. Man sieht sofort, dass dimp C=2.
Angenommen, dimg R < co. Dann gilt R = Q" fiir ein n € N und somit wire die Menge R
abzdhlbar, ein Widerspruch.

Sei K ein Korper, (K;);c; eine Familie von Teilkoérpern von K. Dann ist (,.; K; ein Teilkorper.
Damit ist folgende Definition sinnvoll:

Definition. Sei L ein Korper, K C L ein Teilkorper, S C L eine Teilmenge. Dann bezeichnet K (S)
den kleinsten Teilkorper von L, der K U S enthélt. Ferner bezeichnet K[S] den kleinsten Unterring
von L, der K U S enthilt.

Lemma 5.1.1. Sei L: K eine Korpererweiterung, S C L eine Menge. Dann ist K (S) isomorph zum
Quotientenkorper Q(K[S]).

Beweis. Da K[S] C L ein Integritdtsbereich ist, existiert der Quotientenkdrper Q(K[S]) = (K[S]~

{0})"1K[S]. Der Kérper K (9) ist ein Unterring von L, der KUS enthilt. Daher folgt K[S] C K (S9).
Fiir die kanonische Inklusion « : K[S| — K(95) gilt a(x) € K(S)* fir jedes x € K[S]\{0}.
Damit existiert nach Satz 3.4.3 ein Homomorphismus 3 : Q(K[S]) — K(S) mit 3({) = a(x) fiir
alle z € K[S]. Da Q(K]|S]) ein Korper ist, ist 5 nach Korollar 3.2.2 injektiv. Also ist S(Q(K[S]))
ein Teilkorper von K (5), der K U S enthélt. Es folgt 5(Q(K[S])) = K(S) und damit ist 5 der
gewtinschte Isomorphismus. O
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Definition. Sei L ein Korper mit Teilkérpern K, K’ und S={ay,...,a,} C L.
(1) Wir schreiben KJay,...,a,|:=K[S] sowie K (ay, ..., an):=K(S).
(2) Der Korper KK':= K(K')=K'(K) heiit das Kompositum von K und K’ in L.

(3) Der Korper
P(L) := N A4

ACL Teilkorper

heifit der Primkdrper von L.

Lemma 5.1.2. Sei L ein Korper. Dann gilt:
(1) Ist char(L)=p>0,so0 gilt P(L) = 7Z/(p).
(2) Ist char(L)=0,so gilt P(L) = Q.

Beweis. Wir betrachten den Ringhomomorphismus ¢ : Z — P(L) ; n — nl. Dann gilt nach

Lemma 3.2.5 ker ¢ = (char(L)) und char(L) = 0 oder char(L) ist eine Primzahl.

(1) Istchar(L) eine Primzahl p, soist Z/ ker ¢ = Z/(p) nach Satz 3.2.4 ein Korper. Also ist im ¢ =

Z/(p) ein Teilkorper von P(L) und wir erhalten im p=P(L).

(2) Gilt char(L)=0, so liefert Korollar 3.4.4 einen injektiven Homomorphismus Q — P(L) und

damit wie im ersten Teil Q = P(L).

5.2 Endliche Korpererweiterungen

Definition. Sei L: K eine Korpererweiterung. Dann heifst [L: K]:=dimg L der Grad der Erweite-

rung L: K. Die Korpererweiterung L: K heifst endlich, falls [L: K] < oco.

Satz 5.2.1 (Turmformel). Sei L: K eine Korpererweiterung.

(1) Ist V ein L-Vektorraum mit Basis (vj)jc; und ist (a;);cr eine Basis von L iiber K, so ist

(aivj) i j)erx.s eine Basis des K-Vektorraums V und es gilt

dimg V =dimz V[L: K].

(2) Ist L' : L eine Korpererweiterung, so gilt [L' : K] = [L' : L][L : K].

Beweis.
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(1) Seiv € V. Da (vj);jes eine Basis von V iiber L ist, gibt es (z;)jcs, ; € L und z; = 0 fiir
alle bis auf endlich viele j € J mit v=73}_._;z;v;. Ebenso schreiben wir z; =, ; Aija; mit
Aij € K. Damit folgt also

V= ZZ)\UGZ"U]' S ({aivj ’ (Z,]) S IXJ}>.

jeJ iel

j€J

Es seien nun 7;; € K mit 7;; = 0 fiir alle bis auf endlich viele (i, j) € I x J gegeben derart,
dass
0= ’yijawj.
(4,3)

0= Z(Z %-jai)vj.

jeJ el

Dann gilt also

Da die v; linear unabhéngig sind, folgt

Z’yijai =0 Vjel
el

Die lineare Unabhéngigkeit der a; liefert dann ~;; =0 fiir alle (¢, j) € IxJ.

Damit ist (a;v;)(; j)erx. eine Basis von V' iiber K und es gilt
dimg V = |IxJ| = |I||J| = [L: K]dimg V.
(2) Aus (1) folgt [I' : K] = dimy L'[L : K] = [L' : L][L : K].
(]

Definition. Sei L: K eine Korpererweiterung, a € L. Dann heifit a algebraisch iiber K, falls es ein
Polynom f € K[X]|~\{0} mit f(a)=0 gibt. Andernfalls heifit a € L transzendent iiber K.

Beispiele. Wir betrachten die Korpererweiterung R: Q.
(1) Die irrationale Zahl v/2 ist als Nullstelle des Polynoms X2 —2 € Q[X] algebraisch iiber Q.

(2) Ein beriihmter Satz von Lindemann-Weierstrass besagt, dass = € R transzendent iiber Q ist.
Damit ist die Quadratur des Kreises unmoglich.

Definition. Sei L: K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K ist. Dann existiert ein
Polynom p, € K[X]\ {0} mit folgenden Eigenschaften.

(a) Na(a) =0,
(b) deg(u) < deg(f) fiir alle f € K[X]\ {0} mit f(a) =0,
(b) g ist normiert.

Das Polynom p, € K[X] ist eindeutig bestimmt und heifit das Minimalpolynom von a.
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Lemma 5.2.2. Sei L : K eine Korpererweiterung sowie a € L algebraisch iiber K. Dann ist p,
irreduzibel, [K (a): K]=deg(q) und es gilt K|a] = K(a).

Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus ev, : K[X| — K(a) ; f — f(a). Dann gilt
imev, = K[a]. Da K[X] ein Hauptidealring ist und a € L algebraisch tiber K ist, gibt es f, €
K[X]~\ {0} mit kerev, = (f,). Wegen p, € kerev, existiert ein g € K[X] mit y, = gf,. Damit folgt
deg(uq) = deg(g) +deg(fa) > deg(f,) und da p, € kerev, nach Definition minimalen Grad hat,
erhalten wir deg(u,) =deg( f,) und somit deg(g) =0. Also folgt ker ev, = (fa) = (ia)-

Die Homomorphiesétze liefern nun einen Isomorphismus K[ X|/(u,) = Kla] C K(a). Damit ist
K[X]/(11q) ein Integritdtsbereich und (11,) # {0} ein Primideal. Insbesondere ist 1, also irreduzi-
bel. Weiter liefert uns Satz 3.5.1, dass K [X|/(uq) ein Korper ist. Das heifst K [a] = K(a).

Direktes Nachrechnen zeigt das {1, q, ..., a8 e)=1} eine Basis des K-Vektorraums K [a] ist und

damit [K (a): K| =deg(q)- O

Satz 5.2.3. Sei L : K eine Korpererweiterung, a € L ein Element. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) Das Element a € L ist algebraisch iiber K.
(2) K(a)=K]al.

(3) Die Korpererweiterung K (a): K ist endlich.

Beweis. (1) = (2). Dies wurde in Lemma 5.2.2 gezeigt.

(2) = (3). Fiir a=0 ist nichts zu zeigen. Sei nun a # 0. Dann liefert (2) uns a~! € K[a], also existiert
f € K[X]~{0} mit a~! = f(a). Damit ist a Nullstelle des Polynoms g := X f — 1 € K[X]\ {0}. Wir
wenden Lemma 5.2.2 an.

(3) = (1). Da dimg K(a) < oo gilt, gibt es ein n € N derart, dass {1,a,d?,...,a"} linear abhingig
ist. Also existiert (rg, ...,7,) € K" {0} mit

n

Z riai =0.

=0
Esist daher f:=>"" ;. X* € K[X]\{0} ein Polynom mit f(a)=0. O
Beispiel. Wir betrachten v/d € R fiir ein d € N sowie f;:= X?—d € Q[X]. Wegen f4(v/d) =0 ist

V/d algebraisch tiber Q. Damit folgt [Q(+/d): Q] <2. Es gilt nach Lemma 5.2.2 [Q(v/d) : Q] =2 genau
dann, wenn f; irreduzibel ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn d keine Quadratzahl ist.

5.3 Algebraische Korpererweiterungen

Definition. Eine Korpererweiterung L : K heifst algebraisch, falls jedes Element a € L algebraisch
tiber K ist.
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Beispiele. (1) Sei L: K eine endliche Korpererweiterung. Fiir a € L gilt [K(a): K| <[L: K] und
Satz 5.2.3 zeigt, dass a algebraisch tiber K ist. Also ist L: K algebraisch.

(2) Es sei K ein Korper sowie K(X) der Quotientenkorper des Polynomrings K [X]. Dann ist
K (X): K keine algebraische Korpererweiterung.

(3) Die Erweiterung R : Q ist nicht algebraisch. (Ubung)

Satz 5.3.1. Sei L: K eine Korpererweiterung.
(1) Gilt L=K (a1, ...,an), soist L: K algebraisch genau dann, wenn L: K endlich ist.

(2) Sei K C K' C L ein Zwischenkorper. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(a) Die Erweiterungen L: K' und K': K sind algebraisch.
(b) Die Erweiterung L : K ist algebraisch.
(3) Die Menge R
L :={xz € L | xistalgebraisch iiber K}

ein Zwischenkorper von L: K.

Beweis.

(1) Furi € {1,...,n}ista; algebraisch tiber K und damit auch tiber dem Kérper K (a1, ..., a;j—1).
Wegen K (ay,...a;)=K(a1,...a;—1)(a;) folgt aus Satz 5.2.3 damit die Endlichkeit der Erwei-
terung K (a1, ...,a;):K(a1,...,a;—1) fur 1 <i<n.Nun liefert Satz 5.2.1

1L:K] = [[IK (a1, ..., a:): K(as, ..., a;1)] <oo.
=1

Da endliche Erweiterungen stets algebraisch sind, folgt die Behauptung.

(2) Esseien L: K', K': K algebraisch und a € L. Dann existiert f € K'[X]|~\ {0} mit f(a) =0.
Wir schreiben f = Y7 ;r;X’. Dann ist a algebraisch tiber K (ro,...,r,) C K'. Nach (1)
ist die Erweiterung K (ro,...,r,) : K endlich. Damit ist nach Satz 5.2.1 und Satz 5.2.3 die
Erweiterung K (ro, ..., r,a): K ebenfalls endlich und a ist algebraisch tiber K.

Seinun L : K algebraisch. Dann folgt unmittelbar, dass L : K’ und K’ : K algebraisch sind.

(3) Seien x,y € L. Dann ist y algebraisch iiber K (z). Nach Satz 5.2.3 folgt [K (z,y) : K ()] < co
und [K(z) : K] < co. Also liefert Satz 5.2.1, dass K(x,y) : K eine endliche Erweiterung ist.
Wegen z+y, vy, vt e K(z,y) folgt mit Satz 5.2.3, dass diese Elemente zu L gehoren. Damit
ist L ein Teilkorper von L, der zudem K enthalt.

O

Definition. Sei L : K eine Korpererweiterung. Der Zwischenkorper L heifit algebraischer Ab-
schluss von K in L.
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Unser ndchstes Ziel ist, jedem Korper K einen Korper K D K zuzuordnen, der folgende Figen-
schaften hat:

(a) Die Erweiterung K : K ist algebraisch, und
(b) Jedes Polynom f € K[X]\ K hatin K eine Nullstelle.

Definition. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom f € K[X]|\ K
eine Nullstelle in K besitzt.

Satz 5.3.2. Sei K ein Korper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) K ist algebraisch abgeschlossen.
(2) Jedes Polynom f € K[X]|\ K ist ein Produkt von Polynomen vom Grad 1.
(3) f € K[X] ist normiert und irreduzibel genau dann, wenn f=X —a fiir ein a € K gilt.

(4) Ist L: K eine algebraische Korpererweiterung, so gilt L=K.

Beweis. (1) = (2). Wir verwenden Induktion nach deg( f), wobei der Fall deg(f)=1 trivial ist. Sei
also deg(f)>2. Da K algebraisch abgeschlossen ist, gibt es eine Nullstelle « € K von f. Da K[X]
ein euklidischer Ring ist, finden wir eine Darstellung f=¢(X —a)+r, wobei deg(r) <1 gilt. Damit
ist  konstant und es folgt r = r(a) = f(a) = 0. Die Induktionsannahme sichert nun, dass ¢ ein
Produkt von Polynomen vom Grad 1 ist. Dies gilt damit auch fiir f.
(2) = (3). Dies folgt unmittelbar.
(3) = (4). Sei L : K algebraisch sowie a € L. Aufgrund von Lemma 5.2.2 ist u, € K[X] ein
normiertes, irreduzibles Polynom. Wegen (3) gibt es b € K mit 1, = X—b. Also folgt, 0= j1(a) =a—b
und daher a € K.
(4) = (1). Da K[X] faktoriell ist, geniigt es zu zeigen, dass jedes irreduzible Polynom f € K|[X]
in K eine Nullstelle besitzt. Wir betrachten dazu den Ring L := K[X]/(f). Da f ein Primelement
ist, ist (f) ein Primideal von K [X] und L nach Satz 3.5.1 ein Kérper. Wir betrachten den injektiven
Homomorphismus

m: K — L ; a—at+(f).

Esist K’ := im7 = K ein Unterkorper von L. Sei n := deg(f). Division mit Rest liefert

L= <{1’X+(f)’X2+(f)’ cee 7Xn_1+(f)}>K’-

Also ist L : K’ eine endliche Korpererweiterung und damit insbesondere algebraisch. Nach (4)
gilt daher K’ = L und 7 ist ein Isomorphismus.! Damit gibt es o € K mit X +(f) = a+(f), was
X —a € (f) nach sich zieht. Also gilt f(«) =0, da X — « algebraisch ist. O

Bemerkungen. (1) Eine leichte Abdnderung des Beweises von (4) = (1) zeigt: Ist K ein Korper
und f € K[X] ein irreduzibles Polynom, so existiert ein Kérper X C L in dem f eine
Nullstelle besitzt mit [L : K] = deg(f). Ein solcher Koérper wird durch L := K[X]/(f)
gegeben indem wir K vermoge der Einbettung

7 K — K[X]/(f),a— a+ (f)

'"Hier muss man sich noch tiberlegen, dass K’ die Eigenschaft (4) von K erbt.
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als Unterkorper von K[X]/(f) auffassen. Dann ist a := X + (f) € L eine Nullstelle des
Polynoms f = > ,m(a;)T" € L[T], da

fla) =2 mla)a’ =Y aX'+(f) = f +(f) = 0.
=0 i=0
Diese Konstruktion wird auch Kronecker Konstruktion genannt.

(2) Wir wollen uns hier einmalig klarmachen, dass obige Identifikation von K mit 7(K) und
f mit f keine Einschrdnkung ist. Zunéchst wihlen wir eine Menge K C A zusammen mit
einer Bijektion ¢: A — L, sodass ¢|x = 7 gilt. Nun definieren wir auf A zwei Operationen
+,-: Ax A — Avermoge

a+b:=¢ ' (p(a)+¢(b) und a-b:= o " (p(a)p(b)).

Auf diese Weise erhilt (A, +, ) die Struktur eines Kérpers.? Weiter ist
Flo ™M) =D ap (@) =) ap N (0)) =D o p(a)a)
i=0 i=0 i=0

= 90_1(2 p(ai)a’) = o (f(@) = ¢ (01) = ¢ (0r(x)) = 0k = 0a.

Definition. Sei L: K eine Korpererweiterung und f € K[X]. Es bezeichnet

Zp(f) :={ac L | f(a)=0}

die Menge der Nullstellen von f in L.

Definition. Sei K ein Korper. Ein Kérper K D K heif}t algebraischer Abschluss von K, falls gilt
(a) K ist algebraisch abgeschlossen, und

(b) die Erweiterung K : K ist algebraisch.

Satz 5.3.3 (Beweis nach H. Bender). Sei K ein Korper. Dann existiert ein algebraischer Abschluss
K von K.

Beweis. Zunéchst beweisen wir einige Hilfsbehauptungen.

(i) Sei L: K eine algebraische Korpererweiterung. Dann gilt L = | | Z1(f), wobei P C K[X]
die Menge der normierten, irreduziblen Polynome von K [X] bezeichne.
Beweis. Wird in den Ubungen gezeigt. o

?Diese allgemeine Konstruktion wird auch Strukturtransport genannt.
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(ii) Die Mengen M; := {f} x Ny, f € Perfiillen M :=P x Ny = |—|feﬂ> M.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Mengen. o

(iii) Sei K C L C H algebraische Korpererweiterungen mit
(1) L €M, und
(2) Zr(f) € My furalle f € P.

So existiert ein Korper H' mit L C H' C O derart, dass Zg/(f) C My V f € P gilt, und ein
Homomorphismus ¢ : H — H' mit |1, =idy. Die Erweiterung H': L ist algebraisch.
Beweis. Sei f € P. Wegen Z1(f) C Zu(f), Zr.(f) € My und |Zx(f)| < deg(f) gibt es eine
injektive Abbildung ¢ : Zy (f) — 9y mit py|z, (r)=1dz, (). Nach (i) ist {Zu(f) | f € P}
eine Partition von H. Also wird durch

p: H—M; <P|ZH(f):SOf Vfe?
eine injektive Abbildung mit ¢|;, =idy, definiert.
Wir betrachten nun H':=¢(H). Dann erhélt H' vermoge
atb:= (e (@) +¢ (b)) und ab:=p(p~ " (a)p™ ' (b)).

die Struktur eines Kérpers und ¢ : H — H' ist ein Isomorphismus® mit |7, = id;,. Insbe-
sondere gilt also L C H'.

Seinun f € Pund a € Zy/(f). Dann gilt wegen |, =idy, fiir b:=¢ " '(a) € H

0= ' (f(a)) = f(b)

und somit b € Zg(f). Also folgt a = ¢(b) = pf(b) € M;. Ebenso zeigt man: H' : L ist
algebraisch. o

Damit haben wir alle benétigten Hilfsaussagen beweisen. Im Folgenden fassen wir K durch die
Identifikation
K={(X-a,1);ac K} CM

als Teilmenge von Mt auf. Sei nun
A:={K CLCM; L:K ist algebraische Kérpererweiterung mit Z7,(f) C My V f € P}.
Wir definieren durch
L<L':s LCL und L istein Teilkorper von L’

eine partielle Ordnung auf A. Im Folgenden zeigen wir, dass die Voraussetzungen von Zorns Lem-
ma erfiillt sind.

Sei B C A eine total geordnete Teilmenge, B # @. Wir betrachten

Lg = UL.

LeB

*Hier verwenden wir erneut Strukturtransport
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Dann gilt Lg C M sowie Zr,(f) C My fir jedes f € P. Fir x,y € Lg gibtes L, L’ € Bmitxz € L
und y € L. Da B total geordnet ist, diirfen wir L' < L annehmen. Wir setzen

x4y :=z+py und xy :=z-Ly.
Ist L ein weiterer Kérper mit x,y € L, so folgt L C L oder L C L. In beiden Fillen erhalten wir
r+py=x+;y und z-py =1} Y.
Obige Definition hdngt also nicht von der Wahl von L ab. Nun zeigt direktes Nachrechnen, dass
(Lg,+,°)

ein Korper ist. Sei a € Lg. Dann gibt es L € B mit a € L. Damit ist a algebraisch iiber K. Also ist
die Erweiterung Lg: K algebraisch und es gilt L < L fiir alle L € B. Folglich ist Lg € A eine obere
Schranke von B. Da weiter A # & gilt, sind die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas (3.3.2)
erfiillt und es existiert ein maximales Element Ly € A. Wir zeigen nun, dass L ein algebraischer
Abschluss von K ist.

Da L, € A gilt, ist die Erweiterung L : K algebraisch. Sei nun H : Ly eine algebraische Korperer-
weiterung. Dann existiert nach (iii) ein Kérper H' mit Lo C H' C M, Zy/(f) C M, fur alle f € P
sowie ein Isomorphismus ¢ : H — H' mit |1, =idy,. Zudemist H': L algebraisch. Es folgt also
H' € A sowie Ly < H'. Aufgrund der Maximalitit von L gilt daher H' = Ly. Wegen ¢|r,, = idy,
erhalten wir H = L. Satz 5.3.2 zeigt nun, dass L algebraisch abgeschlossen ist.

O

Bemerkungen. (1) Im Fall K = R ist K := C dem Fundamentalsatz der Algebra zufolge ein
algebraischer Abschluss von R.

(2) Jetzt konnen wir auf einfache Weise eine Kérpererweiterung angeben, die algebraisch aber
nicht endlich ist. Sei K ein endlicher Kérper (etwa K = Z/(2)). Danniist K : K eine algebrai-
sche Erweiterung. Wire die Kérpererweiterung endlich, so wire K von endlicher Ordnung
| K |I*K]. Wir haben in den Ubungsserien gesehen, dass dies nicht moglich nicht.

(3) Sei K ein endlicher Koérper mit einem algebraischen Abschluss K und istz € K*, so existiert
r € Nmit 2" = 1. (Ubungsaufgabe).*

Lemma 5.3.4. Es sei 0 : K — K' ein Isomorphismus von Korpern, o* : K[X] — K'[X] der
durch o* | = o und o*(X) = X gegebene Isomorphismus von Polynomringen. Ferner seien L : K
und L' : K' algebraische Korpererweiterungen.

(1) Seien a € L und o’ € L' zwei Elemente mit 0*(j1,) = f1or. Dann existiert genau ein Isomor-
phismus ¢ : K(a) — K'(a') mit o|x =0 und p(a)=d’.

(2) Sei a € L. Dann ist |Z1:(0*(ua))| die Anzahl der Homomorphismen ¢ : K(a) — L' mit
|k =o0.

*Damit ist die Gruppe K * eine Torsionsgruppe.
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Beweis.

(1)

(2)

Wir betrachten den Homomorphismus ¢ : K[X] — Kla]| = K(a) ; e(f) = f(a). Dann gilt
ker e = (puq) und
& KIX)/ (1) — K(a) S L ¢ f+(pa) = f(a)

ist ein Isomorphimus von Ringen. Analog erhalten wir einen Isomorphismus
e K'[X])(par) — K'(d') C L' 5 f+(pa) — f(a).
Wegen 0*(pu,) = por induziert o* einen Isomorphismus

7" K[X]/(pa) — K'[X]/ (1) 5 7" (f+(a)) = 0" () +(ptar).

Wir betrachten nun

¢:K(a) — K'(d) ¢=¢o05* 0 L.

Dies liefert ein kommutatives Diagramm

K[X]/(pta) = K(a)
.
KX/ (1) = K'(a!)
Dann ist ¢ ein Isomorphismus und fiir r € K erhalten wir

p(r) = p(E(r+(1a))) = €'(@" (r+(1a))) = €'(0™ (1) + (1)) = &' (0 (r) + (1)) = o (r).

Damit folgt ¢|x =o0. Zudem erhalten wir

p(a) = @(E(X +(1a))) = €' (X +(nar)) = d'.

Istnun ¢ : K(a) — K'(a’) ein weiterer Isomorphismus mit ¢| x =0 und ¢ (a) =d’, so ist

Q:={zeK(a) | ¥(x)=p(x)}
ein Teilkorper von K (a) mit K C Q und a € Q. Also folgt Q=K (a) und ¢ = .
Es sei
Go:={p: K(a) — L' | ¢ ist Homomorphismus mit p|x =c}.
Wir behaupten, dass durch
Q:Go — Zp(0"(pa)) 5 = ¢la)
eine bijektive Abbildung definiert wird.

Sei ¢ € G,. Dann gilt 0*(114)(¢(a)) =¢(pa(a)) =0. Damit ist 2 wohldefiniert. Seien ¢, p € G,
mit Q(¢) = Q(p). Dann gilt K, {a} C Q = {z € K(a) | ¢(z) = ¥(z)}. Da Q ein Teilkorper
von K (a) ist, folgt Q = K (a) und damit ¢ = 1.

Sei a’ € Z/(0*(pq))- Dann gilt 0*(ug)(a’) =0. Da 6*(ug) € K'[X] normiert und irreduzibel
ist, folgt also 0*(ua) = pier- Damit liefert (1) ein ¢ € G, mit Q(p)=d'. Also ist Q surjektiv.

Insgesamt erhalten wir nun |G| =|Z1/ (0" (1a))|-
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Satz 5.3.5. Sei K ein Korper.

(1) Ist 0 : K — K' ein Homomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Korper K' und
ist L: K eine algebraische Korpererweiterung, so existiert ein Homomorphismus ¢ : L — K’
mit (p| K=0.

(2) Ist o : K — K'ein Isomorphismus und sind K, K’ algebraische Abschliisse von K und K,
so existiert ein Isomorphismus ¢ : K — K' mit p|x =o0.

(3) Sind Ky und K algebraische Abschliisse von K, so existiert ein Isomorphismus ¢ : K1 — Ks
mit <p| K= id K-

Beweis.
(1) Wir betrachten
A:={(Q,v) | K CQ C LZwischenkdrper, ¢ : Q — K’ Homomorphismus mit 1)|x =c}.

Wegen (K, o) € Aist diese Menge nicht leer. Auf A definieren wir eine partielle Ordnung <
vermoge

(@) <(Q,Y) & Q CQ und¢'|g=1.
Seinun B C A eine total geordnete Teilmenge. Dannist Qg :=J( )cg @ €in Zwischenkdrper
und

Yg: Qe — K yp(x)=v(z) fir(Q,¢)eBundzeq

ist ein Homomorphismus mit (¢g)|x =o. Also ist (@, ¥s) € A eine obere Schranke von B.
Nach Lemma 3.3.2 gibt es also ein maximales Element (Qo, ¢0) € A.

Sei nun a € L. Wir betrachten Qf, := ¢9(Qo) € K’. Dann ist ¢y : Qo — Q| ein Isomor-
phismus. Dieser induziert einen Isomorphismus v : Qo[X] — Q[X]. Da K’ algebraisch
abgeschlossen ist, besitzt das Polynom ¢§(u,) € Q([X] in K’ eine Nullstelle a/. Damit gilt
Y5 (ta) = ftar,, und Lemma 5.3.4 liefert einen Isomorphismus ¢y : Qo(a) — Qp(a’) € K’

mit ¢o|g, =1%o und ¢o(a) =a’. Es folgt daher (Qo(a), po) € A sowie (Qo,¥0) <(Qo(a), o). Da
(Qo, o) maximal ist, erhalten wir Gleichheit und somit Qo= Qo (a). Also folgt a € Q. Damit
gilt also Qo=L und vy : L — K’ ist die gewtinschte Fortsetzung von o,

(2) Nach (1) gibt es einen Homomorphismus ¢ : K — K’ mit ¢|x =0. Also ist ¢(K) isomorph
zu K und somit algebraisch abgeschlossen. Da die Erweiterung K’ : ¢(K) algebraisch ist,
folgt K’ = p(K). Damit ist ¢ ein Isomorphismus.

(3) Dies folgt direkt aus (2).

5.4 Zerfallungskorper

Definition. Sei K ein Korper, f € K[X]\ K ein Polynom vom Grad m > 1. Ein Korper L O K
heifdt Zerfallungskorper von f iiber K, falls es Elemente ay,...,a,, € L und ¢ € K~ {0} derart
gibt, dass
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(1) f=c[[;,(X —a;), das heifit, f zerfallt tiber L in Linearfaktoren, und
2) L=K(a1,...,am).

Satz 5.4.1. Es sei 0 : K — K' ein Korperisomorphismus, o* : K[X| — K'[X] der zugehorige
Ringisomorphismus. Sei f € K[X|\ K. Sind L und L' Zerfillungskorper von f bzw. o*(f) iiber K
bzw. K', so gibt es einen Isomorphismus ¢ : L — L' mit |k =o. Fiir jeden derartigen Isomorphis-

mus gilt p(Z1(f)) =2 (a*(f)).

Beweis. Es seien L und L’ algebraische Abschliisse von L bzw. L'. Da die Erweiterungen L : K
und L': K’ algebraisch sind, sind L und L’ auch algebraische Abschliisse von K bzw. K. Infolge
Satz 5.3.5 existiert daher ein Isomorphismus ¢ : L — L/ mit ¥|x = 0. Fiir a € L erhalten wir
P(f(a))=0*(f)(¥(a)). Insbesondere gilt

W(ZL(f)=Zr(o”(f))-
Da L und L' Zerfallungskorper von f bzw. o*(f) sind, folgt
Y(L) = P(K(ZL(f)) = ¢(E)@(ZL(f)) = K'(Zp (0" (1) = L

Damit ist p:=1)|;, ein gewtinschter Isomorphismus. ]

Definition. Sei ¥ C K[X]|\ K eine Menge von Polynomen. Ein Erweiterungskorper L 2 K von
K heifst Zerfallungskorper von J tiber K, falls gilt:

(a) Jedes f € F zerfallt tiber L in Linearfaktoren, und

(b) L:K(Ufegf Zr(f))-

Satz 5.4.2. Sei F C K[ X|\K.

(1) Ist K D K ein algebraischer AbschlufS, so gibt es genau einen Zerfillungskorper L C K von F
iiber K.

(2) Sind L, L' Zerfillungskorper von F iiber K, so gibt es einen Isomorphismus ¢ : L — L' mit
QO‘K = idK.

Beweis. (1) Wir definieren L:= K (U;c5 Zx (f))-
(2) Dies folgt wie in Satz 5.4.1. O

Definition. Eine Korpererweiterung L : K heifst normal, falls es eine Menge & C K[X]|\ K gibt,
so dass L ein Zerfdllungskorper von J iiber K ist.

Bemerkung. Sei L : K eine normale Erweiterung und L = K (U ey Z1(f))- Da alle Elemente in
)

Ufes Z1(f) nach Definition algebraisch iiber K sind, gilt K (U ey Z1(f)) C L.Das heiit L = L
und die Erweiterung L : K ist algebraisch.
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Satz 5.4.3. Sei K ein Korper mit algebraischem Abschlufi K sowie K C L C K ein Zwischenkorper.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Die Erweiterung L: K ist normal.
(2) Ist ¢ : L — K ein Homomorphismus mit | =idg, so gilt o(L)=L.
(3) Ist f € K[X] irreduzibel mit Z1,(f)# @, so gilt Zz(f) C L.

Beweis. (1) = (2). Nach Voraussetzung gibt es eine Menge 7 C K[X]\ K mit
(a) L:K(Ufest Zr(f)), und
(b) jedes f € F zerféllt tiber L in Linearfaktoren.

Sei ¢ : L — K ein Homomorphismus mit ¢|x =idg, sowie ¢* : L[ X] — K[X] der induzierte
Homomorphismus. Ist f € F,so gibtes ay,...,a, € Lund ¢ € K* mit f=c[]" (X —a;). Wegen
[ € K[X]und ¢|x =id folgt

f=e" () =c][(X—p(a).
i=1
Damit erhalten wir o(Z(f))=Zr(f) fir alle f € F und es folgt
p(L) = K(o(|J Ze() = K(J e(Z() = L.

feF feF
(2) = (3). Sei f € K[X]irreduzibel und a € Z(f). Damit existiert « € K* mit f =apu,.

Istb € Zi(f), so liefert Lemma 5.3.4(1) einen Isomorphismus v : K(a) — K (b) mit ¢|x =idg
und ¢ (a) = b. Nach Satz 5.3.5 gibt es eine Fortsetzung ¢ : L — K von . Insbesondere folgt
|k =idg und (2) impliziert b=¢(a) € L.

(3) = (1). Es sei J := {piq,x | a € L}. Dann besitzt jedes f € F in L eine Nullstelle und (3)
impliziert Zy (f) C L. Also zerféllt jedes f € F tiber L in Linearfaktoren und L=K(Ucs Z1(f))-
Damit ist L: K eine normale Korpererweiterung. O

Bemerkung. Sei L : K eine normale Erweiterung mit L = K(by,...,b,). Weiter sei K ein alge-
braischer Abschluss von K der L enthilt. Wir setzen f := [[;_; s, € K[X]. Da alle Faktoren y,
von f irreduzibel sind und jeweils die Nullstelle b; € L haben, folgt mit Satz 5.4.3 bereits, dass f
tiber L vollstindig in Linearfaktoren zerfallt. Mit {b1,...,b,} C K(Z5(f)) folgt L = K(ZL(f)).

Korollar 5.4.4. Sei L : K eine normale Korpererweiterung sowie a,b € L. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt einen Automorphismus o : L — L mit o|x =id g derart, dass o(a)="b gilt.

(2) pra= pip-

Beweis. (1) = (2). Es gilt 0=0(uq(a)) =0"(1ta) () = 1o (b). Damit folgt puq = p1p.
(2) = (1). Dies folgt mit den Argumenten von Satz 5.4.3. O
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Satz 5.4.5. Sei L: K eine normale Korpererweiterung.
(1) Ist K C @ C L ein Zwischenkorper, so ist die Erweiterung L : () normal.

(2) Ist E : K eine Korpererweiterung mit L, E C K, soist LE : E normal. O

Beweis.

(1) Sei F C K[X]\ K, sodass L der Zerfallungskorper von F tiber K ist. Es gilt ¥ C Q[X]\ @
und J ist Zerfallungskorper von J iiber Q.

(2) Wie in (1) schreiben wir L = K(U;cs Z2(f)) mit § C K[X]\ K, sodass jedes f € J iiber in
L in Linerfaktoren zerfdllt. Es gilt ¥ C E[X]\ E mit LE = E(Ucs Zrr(f)). Das heifit LE
ist Zerfallungskorper von J iiber E.

O]

5.5 Lineare Unabhangigkeit von Kérperhomomorphismen

Sei A eine Menge und K ein Korper. Dann erhilt die Menge Abb(A, K') der Abbildungen von A
nach K die Struktur eines K-Vektorraums vermoge

(p+1)(a) = pla)+¢(a) ; (ap)(a) :=ap(a) V¢, € Abb(A,K),a € A,a € K.

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Abbildung x : G — K heifit Charakter, falls x(e) =1 und
x(gh)=x(g)x(h) fir alle g, h € G gilt.

Satz 5.5.1. Es seien x1, ..., Xxn € Abb(G, K) paarweise verschiedene Charaktere. Dann ist die Men-
ge{x1,...,xn} linear unabhingig.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n, wobei der Fall n = 1 trivial ist. Sei also n > 1 sowie
ai,...,on € Kmit > " | a;x;=0. Fir g, h € G erhalten wir

n n n—1
0= aixa(g)xi(h) =Y cixilgh) = D> ai(xn(9)—xi(9))xi(h)-
i=1 i=1 =1

Damit folgt -7~ a;(xn(9) — xi(9))x: =0 fiir jedes g € G. Die Induktionsannahme liefert
ai(xn(9)—xi(g9))=0 fir 1<i<n-—1, g € G.

Da die Charaktere paarweise verschieden sind, gibt es fiir jedes i € {1,...,n—1} ein g; € G mit
xn(9i) # xi(gi). Also folgt a; =0 fuir i € {1,...,n—1} und somit auch «,, =0. O
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Korollar 5.5.2. Sei K', K ein Korper sowie o1, ...,0,: K' — K paarweise verschiedene Homo-
morphismen. Dann ist {o1,...,0,} € Abb(K', K) linear unabhingig iiber K.

Beweis. Es seien o, ..., q, € K mit
n
E ;0 = 0.
i=1

Wir betrachten die Gruppe G:=(K')* sowie fiiri € {1,...,n}
7i:G— K ; g 0i(g).

Dann ist jedes 7; ein Charakter und wegen ¢;(0) =0 sind die 7; paarweise verschieden. Da zudem
Yo, a1 =0gilt, liefert Satz 5.5.1: a; =0ftri € {1,...,n}. Alsoist {o1, ..., 0, } linear unabhingig.
O

Definition. Sei L : K eine Korperweiterung. Wir definieren
Aut(L : K) :={¢: L — L | ¢ ist Ringautomorphismus mit ¢|x = idx}

und bemerken, dass Aut(L : K) eine Untergruppe von Aut(L) ist. Die Gruppe Aut(L : K) heift
Galoisgruppe der Erweiterung L : K.

Korollar 5.5.3. Es seien Q : K und L : K endliche Korpererweiterungen.

(1) Es gilt
{e: Q@ — L | @ ist Homomorphismus mit o|x =idg }| < [Q : K].

(2) Esgilt | Aut(L : K)| < [L : K.

Beweis.

(1) Die Menge der K-linearen Abbildungen Homg (@, L) bildet einen L-Untervektorraum des
Vektorraums Abb(Q, L), da

(ap)(Ba) = ap(Ba) = afp(a) = B(ap)(a)
furallea € L, f € K, a € Qund ¢ € Homg (Q, L) gilt. Nun liefert Satz 5.2.1

dimy; Homg (Q, L) = dim ¢ EO:IHII((](Q’L) _ [L [2{”?(] K] —Q: K]

Wir schlieffen mit {¢: Q — L | ¢ ist Homomorphismus mit ¢|x = idg} € Homg(Q, L)
und Korollar 5.5.2

{e: Q@ — L | ¢ ist Homomorphismus mit ¢|x = idg}| < [@ : K].

(2) Dies folgt aus (1) fiir @ = L.
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6 Galoistheorie

6.1 Galoiserweiterungen
Definition. (1) Sei L ein Korper, G C Aut(L) eine Gruppe. Dann heifst
L¢:={aecL | ola)=a YoecG}
der Fixkorper von G.
(2) Eine endliche Erweiterung L : K heiflt Galoiserweiterung, falls LA"(1:5) = K gilt.

Bemerkung. Es gilt stets LAWLE) o K

Beispiele. (1) Nach Korollar 5.5.3 gilt | Aut(C : R)| < 2 und damit Aut(C : R) = {idc, -}, wobei
- die Konjugation bezeichnet. Mit i ¢ CA™(CR) folgt R = CA(CR), Mithin ist C : R eine
Galoiserweiterung

(2) Wir betrachten die Erweiterung Q(+/2) : Q. Nach Eisenstein ist f := X* — 2 € Q[X] irredu-
zibel mit f(v/2) = 0. Das heiflt [Q(v/2) : Q] = 4 und f = p145. Es sei ¢ € Aut(Q(V2) : Q),
dann gilt p(V2) € Zc(f) = {i*V2 | k € {0,1,2,3}}. Da {1, V2, /2°, ¥/2°} eine Q-Basis
von Q(v/2) ist, gilt Q(v/2) C R. Das heifit p(v/2) € {v/2, —v/2}. Es folgt ¢(v/2) = v/2 und
somit gilt bereits Q C Q(v/2) C Q(+/2)AnH V2)Q) ¢ Q(v/2). Das heifit Q(v/2) : Q ist keine
Galoiserweiterung.

Satz 6.1.1. Es sei L ein Korper und G C Aut(L) eine endliche Untergruppe. Es gelten die folgenden
Aussagen.

(1) Die Erweiterung L : L€ ist endlich, Aut(L : LY) = G und [L : L%] = |G]|.
(2) L : LY ist eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Aut(L : LY) = G.

(3) L : LC ist normal.

Beweis.
(1) Wir setzen n := |G| und schreiben G = {¢1, ..., ¢, }. Wir definieren
n
Trg: L — L,y — Zcpz(y)
i=1

und bemerken Trg(y) € L fiir alle y € L. Weiter gilt Trg # 0 nach Korollar 5.5.2. Es seien
Yl,--->Yn+1 € L. Wir zeigen {y1, ..., yn+1} ist linear abhéngig tiber L“. Dazu betrachten wir
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das Lineare Gleichungssystem Az = 0 gegeben durch die Matrix A(a;;) € Mat,y (541)(L)
mit Eintragen

aij = ¢; Wy Vi€ {1,...,n},j € {1,...,n+1}.

Das Gleichungssystem besitzt eine nicht-triviale Losung, etwa ¢ = (t1,...,t,41) € Lt
und wir nehmen ohne Beschrankung ¢; # 0 an. Nun fixieren wir y € L mit Trg(y) # 0
und bemerken, dass auch z := ytflt = (y,ytfltg, . ,ytfltnﬂ) € L"*! eine nicht-triviale
Losung des Gleichungssystem ist. Zeilenweise Auswertung des Gleichungssystems Az = 0
ergibt

n+1

o7 )W) + Y e )yt ) =0
j=2

furallei € {1,...,n} und damit

n+1
yiei(y) + > yiei(yty ;) = 0.
=2
Wir erhalten
n n n+l n+1
0=> wieiy)+ D> ypilyti ') = Trayr + Y Tra(yty 't5)y;.
i=1 i=1 j=2 j=2

Es gilt Trg(y) # 0und damitist {y1, ..., yn+1} linear abhéngig tiber LY. Dies zeigt [L : LE] <
|G|. Weiter folgt mit Satz 5.5.3 | Aut(L : L%)| < [L: L¢] <|G|.
Per Definition gilt G C Aut(L : L%). Das heiflt G = Aut(L : L) und [L : L¢] = |G|.

(2) Es gilt nach (1) LAWELY) — G,

(3) Seia € L. Dannist G.a:={¢(a) | ¢ € G} eine endliche Menge. Fiir¢y € Gist G — G ; ¢ —
1 o p eine Permutation. Insbesondere ist G.a — G.a ; b — (b) eine Permutation. Wir
betrachten das Polynom f, := [[,cq.(X —0) € L[X]. Fiir ¢ € G sei* € Aut(L[X]) der
induzierte Automorphismus. Dann erhalten wir

w*(fa) = H (X_w(b)) = H (X_b) = fa-

beG.a beG.a

Mithin folgt f, € LY[X] und wegen f,(a) = 0 ist a algebraisch tiber L. Definitionsgemaf
erhalten wir L = LY(,c;, Z1(f.)) und jedes Polynom f, zerfillt iiber L in Linearfaktoren.
Also ist L: L¢ normal.

O
Korollar 6.1.2. Sei L : K eine Galoiserweiterung, dann ist L : K normal.

Beweis. Die Gruppe Aut(L : K) ist nach Korollar 5.5.3 endlich. Nach Definition gilt L¢ = K. Wir
wenden Satz 6.1.1 an. O
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Satz 6.1.3. Essei L : K eine endliche Korperweiterung. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(1) L : K ist eine Galoiserweiterung.
(2) |Aut(L: K)|=[L: K].

Beweis. (1) = (2). Nach Satz 6.1.1 gilt [ : K] = [L : LA"(K)) = | Aut(L : K)|.
(2) = (1). Wir wenden Satz 6.1.1 auf die Gruppe Aut(L : K) an und erhalten

[L: K] =]|Aut(L: K)| = [L: LAWK

Mit K C LAYEK) folgt die Behauptung. O

Korollar 6.1.4. Ist L : K eine Galoiserweiterung und K C Q C L ein Zwischenkorper.
(1) L :Q ist eine Galoiserweiterung.

(2) Es gilt |[{¢: Q — L | @ ist Homomorphismus mit o|x = idg }| = [@ : K].

Beweis. Wir betrachten die endliche Gruppe G := Aut(L : K) und operieren auf der Menge
X :={¢: Q@ — L | v ist Homomorphismus mit ¢|x = idx}

vermoge
GxX —X; (p,0) — pap:=por.

Es sei x: Q — L die kanonische Inklusion. Es gilt fiir ¢ € G nach Definition
p el e por=xc () =) =2(q) =Y € Q& ¢ Aut(L: Q).

Nach Satz 5.5.3 ist X eine endliche Menge mit | X| < [@ : K] und |Aut(L : Q)| < [L : QJ]. Wir
erhalten mit der Bahnformel und Satz 6.1.3

L: K] = |G| = |Gal|G.a] < | Aut(L : Q)I|X| < [L: QIIQ: K] = [L : K].
Damit gilt bereits [L : Q] = | Aut(L : Q)| und | X| = [@Q : K]. Insbesondere gilt (2) und Anwendung
von Satz 6.1.3 zeigt, dass L : ) eine Galoiserweiterung ist. O
Definition. Ist L : K eine Korpererweiterung, so definieren wir die Mengen
Z:={Q | K C Q C L Zwischenkorper} W:={H | H C Aut(L:K) Untergruppe},

sowie Abbildungen

— Z
und 9 : { o pH

) z — u u
TV Q = Au(L:Q) H
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Lemma 6.1.5. Es sei L : K eine Korperweiterung. Es gelten die folgenden Aussagen.
(1) Fiir Q € 2 gilt Q C LAMER) = (50 +)(Q).
(2) Fiir H € Ugilt H C Aut(L : L) = (y 0 §)(H).
(3) Fiir Q1,Q2 € Zmit Q1 C Q2 gilt v(Q2) C v(Q1).
(4) Fiir Hy, Hy € Wmit Hy C Hj gilt 6(Hz) C 6(Hy).
(5) Es gilt o(L7)=L#H¢™" fiir alle p € Aut(L: K) und H € U.

(6) Essei K C QQ C L ein Zwischenkorper und ¢ € Aut(L : K). Dann gilt

Aut(L : p(Q)) = p Aut(L : Q)p .

Beweis. (1) - (4) folgen direkt aus der Definition.

(5) Seien ¢ € Aut(L:K)und H € U.Isty € (L) und g € pHp™ !, so existieren 2 € LY und
h € H mity=p(x) und g=¢ o h o ¢~ . Also erhalten wir

9(y) = (pohop ™) (p(@)) = (h(x)) = p(z) = y.

Damit folgt (L) C L1 ¢ Day beliebig gewdhlt ist, folgt auch

LA c 90—1(Ls0He0*1) C L¥ (eHe e LY,

1

und daher L7 =~ 1(LPH¢™"), also (L7 )= LeHe ™"

(6) Fur ¢ € Aut(L : p(Q)) und = € Q gilt (¢~ oo p)(z) = v~ (p(x)) =z, also p~ ooy €
Aut(L : Q) mity) = po (p toop) ot Dieszeigt Aut(L : p(Q)) C p Aut(L : Q)p L. Sei
nun ¢’ € Aut(L : Q), dann gilt (¢ 0 ¢’ 0 1) (p(z)) = p(z). Dies zeigt p Aut(L : Q) C
Aut(L : p(Q)).

0

Satz 6.1.6 (Hauptsatz der Galoistheorie). Es sei L: K eine Galoiserweiterung.
(1) Es gilt § o y=idg, v o 6 =idy.
(2) Fiir Q € Z sind dquivalent:

(i) Q : K ist eine Galoiserweiterung.

(i) Q : K ist normal.
(iii) Aut(L : Q) C Aut(L : K) ist eine normale Untergruppe.
(iv) Es gilt o(Q) = Q fiir alle p € Aut(L : K).
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(3) Ist QQ € Z derart, dass Q : K eine Galoiserweiterung ist, so gilt

Aut(Q:K) 2 Aut(L: K)/ Aut(L: Q).

Beweis. Da L : K eine endliche Erweiterung ist, ist Aut(L : K) nach Korollar 5.5.3 eine endliche
Gruppe.

(1)

(2)

Sei H € U. Satz 6.1.1 impliziert
(yod)(H) =~(L") = Aut(L:L") = H.
Sei Q € Z. Nach Korollar 6.1.4 ist L : () eine Galoiserweiterung und damit gilt

(60(Q) = 8(Aut(L : Q) = LAY = @,

(i) = (ii). Dies ist Korollar 6.1.2.
(i) = (iii). Sei @ € Z und @ : K normal. Dann liefert Satz 5.4.3 ¢(Q) = Q fiir alle ¢ €
Aut(L: K). Damit folgt fir h € Aut(L:Q) und ¢ € Aut(L : K)

pohop lg=pop lg=idg.

Also ist Aut(L: Q) normal in Aut(L: K).
(iif) = (iv). Sei Aut(L: Q) normal und ¢ € Aut(L : K). Esist L : ¢(Q) nach Korollar 6.1.4
eine Galoiserweiterung. Damit liefert Lemma 6.1.5 die Gleichung

Aut(L: 9(Q)) = pAut(L : Q)p~ ! = Aut(L : Q).
Da auch L : @) eine Galoiserweiterung ist, folgt

0(Q) = LAE#(Q) — [AN(LQ) — ¢

(iv) = (i). Seiz € QA"@K) 5 K und ¢ € Aut(L : K). Es ist ¢|g nach Voraussetzung
in Aut(Q : K). Damit gilt p(z) = ¢|g(z) = z. Da L : K eine Galoiserweiterung ist, folgt
z € LAWEK) = K und insgesamt QAMM@K) = [,

Aufgrund (iv) gilt ¢(Q) = Q fiir alle ¢ € Aut(L : K) und
F'{ Awt(L:K) — Auwt(Q:K)
' i = vle

ist eine wohldefinierte Abbildung und ferner ein Gruppenhomomorphismus mit kerI' =
Aut(L : Q). Esist G := im I eine Untergruppe von Aut(Q : K). Sei x € Q. Fiir ¢ € Aut(L :
K) gilt z = T(p)(z) = ¢lg(x) = ¢p(z). Dies zeigt Q¢ C LAWEK) = K, also QY = K.
Wir erhalten mit Satz 6.1.1 G = Aut(Q : Q%) = Aut(Q : K). Damit ist T' surjektiv. Die
Behauptung folgt damit aus dem Homomorphiesatz.

O
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Beispiel. Es sei L C C der Zerfdllungskorper von f := X? —2 € Q[X] iiber Qund ¢ := exp(%}*) =

—3 + z§ Es gilt Zc(f) = {V/2,¢(V/2,¢%V2} und damit L = Q(~/2,¢). Weiter gilt [L : Q] = 6
(Ubung) und [L : Q(v/2)] = 2. Es ist L der Zerfallungskorper von XQ(%\@)2 —i—X%\/i +1 € Q(v2)[X]
mit Nullstellenmenge {¢+/2, (2+/2}. Nach Korollar 5.4.3 existiert p € Aut(L : Q(+/2)) C Aut(L :
Q) mit p(¢V/2) = ¢2V/2. Da |Aut(L : Q(v/2)) < [L : Q(v/2)] = 2 gilt, folgt ¢? = id und damit
©(¢2V2) = (V2. Da ¢ € Aut(L : Q) die Nullstellen von f permutiert, folgt p(+/2) = v/2.Da L : Q
normal ist, folgt mit analogen Elementen die Existenz von ¢’ € Aut(L : Q) mit ¢/ (v/2) = (/2.
Wir betrachten die Operation

Aut(L: Q) x Ze(f) — Ze(f); (f,2) = fa = f(x)

mit zugehorigem Gruppenhomomorphismus I': Aut(L : Q) — 87,5y Da L = Q(Zc(f)) gilt, ist
I' injektiv und damit Aut(L : Q) isomorph zu einer Untergruppe von 8x = 83. Es ist I'(¢) eine
Transposition und I'(¢) & (I'(¢)) nach Konstruktion. Damit folgt bereits Aut(L : Q) 2 imI’ = 8x
und | Aut(L : Q)| = 6 = [L : Q|. Damit ist L : Q nach Satz 6.1.3 eine Galoiserweiterung.

Da 8x = 83 genau 4 echte Untergruppen besitzt, existieren nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
genau 4 echte Zwischenkorper Q C @ € L. Weiter existiert genau ein echter Normalteiler von 8 x
und damit genau ein echter Zwischenkorper, sodass @ : Q eine Galoiserweiterung ist.

Im Folgenden berechnen wir diese Zwischenkorper:

Da I ein Isomorphismus ist, finden wir ¢ € Aut(L : Q) mit ¥(v/2) = ¢2v/2, ¥(¢(3V/2) = V2 und
Y(¢V/2) = ((V/2). Die echten Untergruppen sind damit gegeben durch

U, = <90>7 U2 = <¢>7 U3 = <80¢80>7 U4 = <90¢>7

wobei ¢, ¢, pipg die Elemente der Ordnung 2 sind. Sei i € {1, 2,3}, dann gilt |U;| = 2 gilt. Es ist
L : LY eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe U;. Inbesondere gilt [L : LYi] = 2 und damit
[LYi : Q] = 3. Analog folgt [L : LY4] = 2, da |Uy| = 3 gilt. Es sind

Q1 :=Q(V2),Q2 = Q((V2),Qs := Q((*V2)

paarweise verschieden Kérper mit [Q; : Q] = 3. Man sieht leicht Q; C LY ein. Da [Q; : Q] = [LY: :
Q) gilt, folgt Q; = LY fiir alle i € {1,2,3}. Ebenso zeigt man LY4 = Q((). Wir fassen zusammen:

e L :Qist eine Galoiserweiterung mi Aut(L : Q) = 8.

e {K,L,Q1,Q2,Q3,Q4} ist die Menge der Zwischenkorper der Erweiterung L : Q.

e Esgilt LU = Q; und Aut(L : Q;) = U; fiiralle i € {1,2,3,4}, [}4 = L und LA(5Q) = Q.
e Esgilt Aut(L: Q;) = U; furallei € {1,2,3,4}.
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Wir illustrieren unsere Ergebnisse:

Q—Aut(L:Q)

L , {id}
\ \\
Q(V2) Q¢V2) Q(¢%V/2) Uy Us Us
Q(¢) Uy

Dieses Beispiel zeigt bereits, dass es schwierig sein kann, zu entscheiden, ob eine gegebene
Erweiterung galoisch ist. Das Ziel des ndchsten Abschnittes ist es eine Charakterisierung von Ga-
loiserweiterungen zu beweisen, die uns diese Entscheidung erleichert.

6.2 Charakterisierung von Galoiserweiterungen

Definition. (1) Sei K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K. Dann heifit a € K
separabel iiber K, wenn das Minimalpolynom p, € K[X]in K nur einfache Nullstellen
besitzt.

(2) Sei L: K eine algebraische Korpererweiterung. Dann heifit L: K separabel, falls jedes a € L
separabel tiber K ist.

Bemerkung. Nach Lemma 5.3.4 und Satz 5.3.5 gilt fiir a € L und algebraische Abschliisse K1, Ko
von K mita € Ki, Ko |Zk,(pa)| = |ZK,(1ta)|- Also hdngt die Separabilitidt von a nicht von der
Wahl des algebraischen Abschlusses ab.

Lemma 6.2.1. Sei K ein Korper, a € K. Dann sind folgende Aussagen iiquivalent:
(1) Das Element a ist separabel iiber K.

(2) pg#0.

Beweis. (1) = (2). Nach Voraussetzung ist a eine einfache Nullstelle von p, und Satz 4.2.6 liefert
i (a) #0. Also folgt 1), #0.

(2) = (1). Nach Lemma 5.2.2 ist y, irreduzibel. Wegen p/, #0 und deg(u,) <deg(pq) —1 erhalten
WIr f14 1 1, Also folgt ggT (p1q, pt,) = K[X]* = K* und der Satz von Bézout liefert f, g € K[X] mit
fra+gp,=1.Seinun b € Zz (). Dann folgt 1= g(b)u,, (b) und somit 1, (b) # 0. Wegen Satz 4.2.6
hat b damit Multiplizitdt 1. Also ist a separabel tiber K. O
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Satz 6.2.2. Sei K ein Korper.
(1) Sei char(K')=0. Dann ist jede algebraische Erweiterung L : K separabel.

(2) Sei char(K) =p> 0. Ist L : K eine endliche Korpererweiterung mit p { [L : K|, so ist L : K
separabel.

(3) Sei char(K) =p > 0 ein endlicher Korper und L : K algebraische Erweiterung, so ist L : K
separabel.

Beweis.

(1) Sei L: K algebraisch sowie a € L. Wir schreiben
n .
g = ZO[Z'Xl n>1; a,=1
i=0

und erhalten p/, =", ic; X*~L. Fiir char(K) =0 oder p { n folgt na,, #0. Nach Lemma 6.2.1
ist a in beiden Féllen separabel iiber K.

(2) Sei a € L und n = deg(p,) = [K(a) : K]. Mit Satz 5.2.1 folgt n|[L : K]. Nach Voraussetzung
folgt dann p { n. Insbesondere 1/, # 0 (siehe (1)).

(3) Wir betrachten den Frobenius Morphismus
Fr: K — K,z zP.

Da char(K) = p > 0 eine Primzahl ist, gilt (x + y)? = 2P + y? fiir alle z,y € K. Also ist
Fr ein Homomorphismus von Korpern und insbesondere injektiv. Nun liefert | K| < oo die
Bijektivitdt. Sei a € L. Wir nehmen an, dass a nicht separabel ist. Dann gilt nach Lemma 6.2.1
bereits 11, = 0 und Satz 4.2.7 liefert yi, = 77 oy X IP fiir geeignete ay, ..., a, € K. Da Fr
surjektiv ist, finden wir ay, . .., a, mit Fr(a;) = o; fiir alle j € {0,...,n} und schlieflen

n n
pa =) ai X" = a;X7)P,
=0 =0

da char(K[X]) = p > 0 gilt. Dies ist ein Widerspruch, da p, irreduzibel ist.
O

Beispiel. Sei T' eine Unbestimmte tiber Z/(2) und K := Q(Z/(2)[T]) der Quotientenkorper von
Z/(2)[T). Wir betrachten das Polynom f := X? — T € K[X]. Das Polynom besitzt keine Nullstelle
in K,daT € Z/(2)[T] irreduzibel ist und Z/(2)[T] faktoriell ist. Also ist f irreduzibel. Sei L ein
Zerfallungskorper von f tiber K und @ € L eine Nullstelle von f. Mit char(L) = char(K) =
char(Z/(2)) = 2 erhalten wir (X — a)? = X? — a? = X2 — T = f. Damit ist a nicht separabel.

Definition. Sei K ein Korper mit algebraischem Abschluss K. Ist L: K eine algebraische Erweite-
rung, so heifst B
[L:K]s :=|{y: L — K | ¢ Homomorphismus ¢|x =idx }|

der Separabilitiatsgrad der Erweiterung L: K.
Bemerkung. Der Separabilititsgrad hiangt nicht von der Wahl von K ab (siehe Satz 5.3.5(2)).
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Lemma 6.2.3. Es seien L: K und M : L algebraische Korpererweiterungen. Dann gilt:

(1) [M:K]s=[M:L)s[L:K],.
(2) Ist L: K eine endliche Erweiterung, so gilt [L: K] <[L: K].

Beweis.

(1)

Wir wihlen einen algebraischen Abschluss K von K, der M enthilt und schreiben
Morg (A, K) :={p: A — K | ¢|x=idx}
fur A € {M, L}. Wir betrachten die Abbildung
Q: Morg(M,K) — Morg (L, K) ; ¢+ ¢|L.
Nach Satz 5.3.5(1) ist 2 surjektiv und es gilt daher

(+) Morg(M,K)= || Q')
wEMor g (L,K)

Sei nun ¢y € Morg (L, K). Dann ist ¢ : L —s (L) ein Isomorphismus und Satz 5.3.5(2)
liefert einen Automorphismus ¢ : K — K mit ¢|;, =1).
Seiy € Q71(¢). Dann gilt ¢y ! oy € Morg (M, K) und Q(xp "t oy) =9 Loy|, =9 L oyp=id.
Also ist
‘. { Ql(Y) — Qi)
' v o= Ylon
eine bijektive Abbildung mit Umkehrabbildung

¢ { A7) 2

por.
Damit liefert (x)
[M:K], = [Morg(M,K)|= > |07'w)l= > [97'(dp)
WwEMor g (L,K) WwEMor (L,K)
= |Morg (L, K)||QQ(idy)| = [L: K]s[M: L]s.
Wir betrachten zundchst den Fall L = K (a). Nach Lemma 5.2.2 gilt dann [L : K| = deg p,.

Infolge Lemma 5.3.4(3) erhalten wir [L: K]s=|Z(iq)|, und daher [L: K|; <[L: K].

Im allgemeinen Fall gibtes ay, ..., a, € Lmit L=K(ay,...,ay). Wirsetzen L;:=K (a1, ..., a;),
Ly=K,sodass L;=L;_1(a;) fiir 1 <i<n. Dann folgt mit (1) und dem Spezialfall

n

(L:K]s = [[IZi:Lioals < [][Li: LiA]

i=1 =1

und Satz 5.2.1 liefert [ [;" ,[L;: L;—1]=[L: K].
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Satz 6.2.4. Sei L: K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Die Erweiterung L : K ist separabel.

(2) Es gibt separable Elemente ay, .. .,a, € Lmit L=K(ay,...,ay).

(3) Esgilt [L: K]s =[L: K].
Beweis. (1) = (2). Dies folgt unmittelbar.
(2)=@).Furi e {1,...,n}sei L;:=K(a1,...,a;). Wir zeigen induktiv: [L;: K| = [L; : K]. Der Fall
i=1 folgt aus Lemma 5.3.4(2) und Lemma 5.2.2. Sei nun ¢ > 1. Es gilt L; = L;_1(a;). Es seien p,, i
und fiq,,1, , die Minimalpolynome von a; tiber K bzw. tiber L;_;. Wegen fi,, k € L;—1[X] und

Hay, i (a;) =0 folgt pia, 1, |ta, K- Also besitzt fi,, 1, , nur einfache Nullstellen und a; ist separabel
tiber L;_;. Es folgt nun mit Lemma 6.2.3:

[LlK]S = [LiZLifl]s[LifltK]s = [LiZLifl][LifltK] = {LZK]

(3) = (1). Sei a € L. Die Voraussetzung zusammen mit Lemma 6.2.3(1) liefert [L : K (a)|s[K (a) :
Kls=[L:K|=I[L: K(a)][K(a): K]. Wegen Lemma 6.2.3(2) folgt damit [K(a) : K|s = [K(a) : K].
Sei K ein algebraischer Abschluss von K der a enthilt. Lemma 5.3.4 zeigt nun | Z 3 (p,)| = [K (a) :
K] = deg(uq). Also ist a separabel tiber K. O

Satz 6.2.5. Sei L: K eine algebraische Korpererweiterung. Esist Ly:={a € L | aist separabel iiber K }
ein Teilkorper von L, der K enthiilt.

Beweis. Offenbar gilt K C L. Es seien a,b € L,. Dann ist nach Satz 6.2.4 K(a,b) : K separabel.
Wegen a+b,ab,a™! € K(a,b) gilt a+b,ab,a! € Ly. Damit ist L, ein Teilkorper von L. O

Definition. Sei L : K eine algebraische Korpererweiterung. Dann heifdt L, die separable Hiille
von K in L.

Definition. Sei K ein Korper. Ein irreduzibles Polynom f € K[X] heifit separabel, falls f’ 0 gilt.
Ein Polynom g € K[X]\ K heifit separabel falls jeder irreduzible Faktor von g separabel ist.

Satz 6.2.6. Sei f € K[X]\ K ein Polynom. Dann sind folgende Aussagen iquivalent.
(1) Das Polynom f ist separabel.

(2) Der Zerfillungskérper von f in K ist separabel iiber K.
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Beweis. (1) = (2). Sei L C K der Zerfallungskorper sowie a € L eine Nullstelle von f. Dann ist
g ein irreduzibler Faktor von f und somit gilt 41/, #0. Also ist das Element a geméfl Lemma 6.2.1
separabel iiber K. Damit folgt (2) aus Satz 6.2.4.

(2) = (1). Sei p € K[X] ein irreduzibler Faktor von f. Dann besitzt p in L eine Nullstelle « und
es gibt &« € K* mit p = ayi,. Da a separabel tiber K ist, liefert Lemma 6.2.1: p’ =y, #0. Also ist f
separabel. O

Korollar 6.2.7. Es sei L : K eine endliche Korpererweiterung. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) L : K ist eine Galoiserweiterung.
(2) [L: K]=|Aut(L: K)|.
(3) L : K ist normal und separabel.

(4) Es existiert ein separables Polynom f € K[X]\ K, sodass L der Zerfillungskorper von f ist.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (2) gilt nach Korollar 6.1.3.
(1) = (3). Nach Korollar 6.1.2 ist die Galoiserweiterung L : K normal. Weiter gilt nach (2) und
Lemma 6.2.3

[L:K]=|Auw(L: K)|<[L:Kl]; <[L: K],

also [L : K]s = [L : K]. Wir wenden nun Satz 6.2.4 an.

(3) = (2). Nach Satz 5.4.3 und Satz 6.2.4 gilt | Aut(L : K)| = [L : K], = [L : K].

(3) & (4). Ist L : K normal und separabel, so liefert die Bemerkung nach Satz 5.4.3 ein Polynom
f € K[X],sodass L der Zerfallungskorper von f tiber K ist. Nun liefert Satz 6.2.6, dass f separabel
ist. Die Umkehrung folgt unmittelbar aus Satz 6.2.6.

O
Korollar 6.2.8. Es sei L : K eine endliche Korpererweiterung mit char(K) = 0, oder char(K) =
p > 0 und K endlich, oder char(K) = p > 0 und p t [L: K|. Es sind dquivalent.
(1) L : K ist eine Galoiserweiterung.
(2) L : K ist eine normale Erweiterung.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 6.2.2 und Korollar 6.2.7. O

Satz 6.2.9. Sei L: K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann existiert ein Erweiterungskorper
N von L derart, dass N : K eine Galoiserweiterung ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist L: K algebraisch und wir finden separable Elemente a1, ..., a, €
L mit L = K(ay,...,a,). Wir wéhlen einen algebraischen Abschluss K C L C K und setzen
f =Tl pe; und L C N := K(Zz(f)). Nach Satz 5.3.1 ist N : K eine endliche Erweiterung.
Nach Konstruktion ist f ein separables Polynom und Korollar 6.2.7 liefert die Behauptung. O
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6.3 Einheitswurzeln

Definition. Sei K ein Korper, n € N. Ein Element ( € K* heifit n-te Einheitswurzel von K, falls
(" =1 gilt. Gilt zudem ord({) =n, so nennt man ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel.

Bemerkungen. Es sei K ein Korper.

(1) Sei n € N. Dann ist p1,,(K) :={¢ € K* | (" =1} eine endliche Untergruppe von K* und
nach Korollar 4.2.5 damit zyklisch.

(2) Furn € Ngilt
41 (C) = {exp(?wi%) | 0<m<n—1}

und fir ggT(¢,n)=1ist exp(2m‘§) eine primitive n-te Einheitswurzel.
(3) Sei char(K)=p>0.Ist ¢ € p,(K), so gilt
-1y = -1 =0,

und damit ¢ = 1. Wir erhalten ,(K) = {1} und K besitzt keine primitiven p-ten Einheits-
wurzeln.

Satz 6.3.1. Essein € N und K ein Korper mit char(K)  n an. Dann gilt:
(1) Der Zerfillungskorper K, C K des Polynoms X" —1 ist eine Galoiserweiterung von K.

(2) ord(pn(Ky))=n und ¢(n) ist die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln.

Beweis.

(1) Essei f:=X"—1,dann gilt K,,=K(Zz(f)) = K(pn(K)). Essei ( € pun(Ky). Es gilt f({) =0
und damit existiert g € K[X] mit f = gu¢. Mitp{ n folgt 0 # n¢" ! = f/(¢) = gh(€). Damit
ist  nach Lemma 6.2.1 separabel. Damit liefert Satz 6.2.4 die Separabilitdt der Erweiterung
K, : K.

(2) Der Beweis von (1) zeigt auch, dass f nur einfache Nullstellen besitzt. Damit gilt
ord(pn(Kn)) = |Zg ()] = n.

Da pi,, (Ky,) zyklisch ist, gibt es einen Isomorphismus ¢ : Z/(n) — p,(Ky). Die Anzahl der
primitiven n-ten Einheitswurzeln stimmt also mit der Zahl der Erzeuger von Z/(n) tiberein.
Nach Satz 1.2.1 ist dies gerade der Wert ¢(n) der Eulerschen -Funktion an der Stelle n.

O]
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Definition. Sein € N.

(1) Fir einen Korper sei ) (K) :=={¢ € pn(K) | ord(¢) =n} die Menge der primitiven n-ten
Einheitswurzeln von K.

(2) Das Polynom
o,:= [ xX-¢ecClx]

CEpH(C)

heifit das n-te Kreisteilungspolynom.

Satz 6.3.2. Sein € N.
(1) Es gilt X" —1=[]y,, Pa-
2) @, € Z[X].

Beweis.

(1) Esgilt
pn(C) = | [{¢ € pn(T) | ord(Q)=d} =| |pi(C).

din dn

Damit erhalten wir

xt—1= [ &x-0=][ Il &x-0=]]2«
)

CEpn(C) dln Cepg(C djn
(2) Die Behauptung gilt fiir n=1. Fiir n > 1 folgt nach (1)

X"—1=%,( [[ @a)
d|n,d#n

Induktiv kénnen wir f, := [y, 42, Pa € Z[X] annehmen. Da f, normiert ist, liefert Satz
4.2.2 Polynome ¢, r € Z[X] mit

X"—1=gqfp+r und 0 < deg(r)<deg(f,) oder r=0.
Wir erhalten aus diesen Gleichungen
r=(®n—=0)fn,
was im Fall ®,, # ¢ die Ungleichung deg(r) > deg( f,,) nach sich zieht. Also gilt ®,, =¢ € Z[X].
O
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Lemma 6.3.3. Sei ¢ € . (C) sowie p eine Primzahl, die n nicht teilt. Dann gilt e o= pi¢r  fiir die
Minimalpolynome von ¢ und CP iiber Q.

Beweis.

Wir beweisen zunachst: 1 g, picr,0 € Z[X].
Beweis. Nach Satz 6.3.2 gilt ®,, € Z[X]. Zudem zeigt Satz 4.3.3, dass Z[X] faktoriell ist.
Dabher existieren irreduzible Polynome fi, ..., fy € Z[X] mit

S, = f1-- fo

Da ®,, normiert ist, sind die Leitkoeffizienten der f; Einheiten von Z und somit Elemente
von {1, —1}. Ersetzen wir gegebenenfalls f; durch — f;, so konnen wir annehmen, dass jedes
f; normiert ist.! Nach Satz 4.3.3 ist jedes f; irreduzibel in Q[X]. Wegen p { n gilt nach Satz
1.2.1 ¢? € i (C) und damit ®,(¢) =0=®,(¢P). Daher sind ¢ g und puer g Teiler von ®,,. Es
gilt also {sc.q, fer.g} € U | 1€ {1,...,0}} C Z[X). o

Wir setzen f := g und g:= uer g und nehmen f # g an. Dann gilt fg| ®,, und somit fg| X" —1.
Wegen ¢(¢?) = 0 ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms g(X?) € Z[X] (siehe obige Uberlegung) und
es folgt f|g(XP?) in Q[X]. Wie in Satz 6.3.2 zeigt man: f|g(X?) in Z[X]. Sei also h € Z[X]| mit
9(XP)=fh.

Wir betrachten die kanonische Projektion 7 : Z — Z/(p) sowie den induzierten Homomorphis-
mus 7 : Z[X] — Z/(p)[X]. Es sei g=Y"7_, a;X". Dann gilt aufgrund von char((Z/(p)[X]) = p

PP = (O wla)x)? =3 (@)’ X7 = 3 w(a) X = 7 (g(XP)) = 7 () (h).
i=0 =0 i=0

Sei nun ¢ € Z/(p)[X] ein irreduzibler Faktor von 7*( f). Dann teilt ¢ auch 7*(¢)? und somit 7*(g).
Also ist ¢ ein Teiler von 7*(f)7*(g) und daher auch von X" —1 € Z/(p)[X]. Wir schreiben also
X" —1=¢?r fiir ein r € Z/(p)[X]. Wir bilden nun die Ableitung und erhalten

nX" = (¢*r) = 24d'r+*" = q(2¢'r+qr").

Wegen p t n, gilt n.1#£0in Z/(p). Da ¢ irreduzibel ist, gibt es also ein m € Z mit p t m und g=mX.
Dies widerspricht ¢?|(X" —1). O

Satz 6.3.4. Sein € N. Dann ist ®,, irreduzibel in Z[ X ] und Q[X].

Beweis. Da ®,, normiert ist, liefert 4.3.3 die Aquivalenz der beiden Behauptungen.

Es sei nun K, ein Zerfallungskorper von @,, tiber Q sowie ¢ € K, eine primitive n-te Einheits-
wurzel. Ist n € K, eine weitere primitive n-te Einheitswurzel, so gibt es nach Satz 1.2.1 einm € N
mit n=¢" und ggT(m,n)=1. Sei m=p; - - - p, die Primfaktorzerlegung von m. Fiir j € {1,...,7}
gilt ggT(p1 - - - pj,n) = 1. Daher ist (P*"P/ nach Satz 1.2.1 eine primitive n-te Einheitswurzel. Wie-
derholte Anwendung von Lemma 6.3.3 zeigt: u¢,q = per1e; g flir 1 < j < r. Insbesondere folgt
pe,@(¢™) =0. Damit hat ¢ g mindestens ¢(n) Nullstellen. Wegen ®,,(¢) = 0 folgt p¢,g|®y. Damit
gilt deg(®,) =p(n)=deg(uc,g). Mithin ist ®,, = i g irreduzibel. O

'Da die Anzahl der f; mit Leitkoeffizient —1 notwendig gerade ist, ist dies moglich.
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Satz 6.3.5. Sei K ein Korper,n € N und K,, C K ein Zerfillungskorper von X™ — 1 iiber K.

(1) Gilt char(K){n, so ist Aut(K,,: K) zu einer Untergruppe von (Z/(n))> isomorph.
(2) Ist K=Q, so gilt Aut(K,,: K) = (Z/(n))*.

Beweis.

(1)

(2)

6.4

Nach Satz 6.3.1 existiert eine primitive n-te Einheitswurzel ( € K,,. Sei 0 € Aut(kK, : K).
Dann ist o(¢) eine primitive n-te Einheitswurzel von K, und es existiert ein m € N mit
o(¢) = ¢™ und ggT(m,n) = 1. Sei | € Z. Nach Satz 1.2.1 gilt ¢! = ("™ = o(¢) genau dann,
wenn [ € m + (n). Weiter liefert ggT(m,n) = 1 uns m + (n) € (Z/(n))*. Wir definieren
©(0) :== m + (n). Wir erhalten die Abbildung

O : Aut(K,:K) — (Z/(n))*;0 — O(0).
Seien 0,7 € Aut(K,: K)und a,b € ZmitO(o) = a+(n), O(7) = b+ (n). Esfolgt (c07)(¢) =

a(¢®) = (¢*)® = ¢%. Dies zeigt O(c o 7) = ab+ (n) = (a + (n))(b + (n)) = O(c)O(7). Sei
o € ker ©. Dann gilt 0(¢) =¢ und wegen K = K (() folgt o =idg,, . Damit ist © injektiv.

Sei nun K = Q. Nach Satz 6.3.1 ist K,, : K eine Galoiserweiterung. Da K, = K(() gilt,
schliefSen wir mit Satz 6.3.4, Lemma 5.2.2 und Ubungsserie 7 Aufgabe 4:

| Aut(Ky « K)| = [Kp: K] = deg @5 = ¢(n) = [(Z/(n))"|.

Damit ist © ein Isomorphismus.

Polynome der Form X" —q

Definition. Sei K ein Korper, n € N sowie a € K~ {0}. Ist L: K eine Korpererweiterung und ist
a € L ein Element mit @" =a, so nennt man a = {/a ein Radikal von a (in L).

Lemma 6.4.1. Sei K ein Korper mit algebraischem Abschluss K sowie n € N,( € K eine primitive
n-te Einheitswurzel.

(1) Ist a € K~ {0} und {/a € K ein Radikal von a, so ist K(3/a,() ein Zerfillungskorper des

Polynoms X" —a € K[X].

(2) K({/a,(): K ist eine Galoiserweiterung.

Beweis.
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(1) Wir setzen a:= {/a. Sei Z C K der Zerfillungskérper von X"—a € K[X]. Da a( eine Wurzel
von X" —a ist, liegen o und ¢ in Z und es gilt K({/a,() C Z.

Sei 8 € K mit 8" =a. Dann gilt (g)" =1 und es existiert ein m € Ny mit gz ¢"™. Mithin folgt
B € K({/a,() und wir erhalten Z C K({/a,().

(2) Esreicht den Fall char(K) = p> 0 zu betrachten. Gilt n=pm fiir ein m € N, so folgt
0=¢"-1= ("1

und damit (" =1. Also ist ¢ keine primitive n-te Einheitswurzel. Damit gilt also p{n. Auf-
grund von n { p gilt (X" —a)’ = nX""1 # 0. Damit ist X" —a separabel und (1) liefert die
Behauptung.

O

Satz 6.4.2. Sei K ein Korper, n € N. Der Korper K enthalte eine primitive n-te Einheitswurzel .

(1) Sei a € K~ {0} mit Radikal {/a € K. Dann ist K({/a) : K eine Galoiserweiterung mit
zyklischer Galoisgruppe, deren Ordnung n teilt.

(2) Ist L: K eine Galoiserweiterung vom Grad [L: K|=n mit zyklischer Galoisgruppe, so existiert
ein Element a € K ~{0} derart, dass L ein Zerfillungskorper von X" —a ist.

Beweis.

(1) Wegen ¢ € K folgt K(/a,()=K({/a) (in K). Nach Lemma 6.4.1 ist K({/a): K eine Galoi-
serweiterung. Es sei a:= {/a. Die Zuordnung

O : Aut(K(a):K) — un(K) ; 0 o(a)a™?

ist eine wohldefinierte Abbildung. Wie im Beweis von Satz 6.3.5 ldsst sich zeigen, dass ©
injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Damit ist Aut(K({/a): K) isomorph zu einer Un-
tergruppe von p,, (K) und damit zyklisch. Wegen ord(u,(K)) = n ist ord(Aut(K({/a) : K))
ein Teiler von n.

(2) Nach Voraussetzung existiert o € Aut(L: K) mit Aut(L: K)= (o). Dann gilt ord(c) =n, und
die Automorphismen idy,, 0,02, ...,0" ! sind paarweise verschieden. Damit zeigt Korollar
5.5.2: 7 (ot #0. Es gibt also ein Element ¢ € L~{0} mit b:=>""""' ¢ "o’ (c) #0. Es folgt

n—1 n
a(b) =Y o) =) ol (e) = ¢b
=0 =1

und somit _ '
al(b)=¢b 0<j<n—1.

Wir erhalten also o(b) # 07 (b) fiir 0<i<j<n — 1 und daher

n<[K(0):K|; <[K(®):K|<[L:K|]=n
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und damit L = K (b). Wir betrachten nun a:=5". Dann gilt

ola) =c(b)"=C""=0"=a
und somit a € LAWK = K. Also gilt X™ — a € K[X] und K (b) ist der Zerfallungskorper
von X" —a,da ¢ € K und ¢’b (0 < j <n — 1) Nullstellen von X" — a sind.

O]

6.5 Auflosbarkeit von Gleichungen

Definition. Sei L: K eine Korpererweiterung. Dann heifst L: K durch Radikale auflosbar, falls es
u1,...,u € Kund my,...,m, € N gibt, mit

(@) L € K(uy,...,u,), und
(b) " € Kund u" € K(uy,...,uj—1) fir 2<i<r.

Bemerkung. Es gibtin der Literatur unterschiedliche Definitionen fiir den Begriff ,, durch Radikale
auflosbar”. Manchmal wird anstatt Bedingung (a) auch L = K (uyq, ..., u,) gefordert.

Satz 6.5.1. Sei L : K eine endliche Korpererweiterung, char(K) = 0. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) Die Erweiterung L: K ist durch Radikale auflosbar.

(2) Es gibt eine endliche Korpererweiterung M : L derart, dass M : K eine Galoiserweiterung mit
auflosbarer Galoisgruppe Aut(M : K) ist.

Beweis. (1) = (2). Wir beweisen zunachst

Es existiert ein Teilkorper LC M’ C K sowie vy,...,vs € M', ny,...,n, € N mit
@) M'=K(vy,...,vs).
(b) M':K ist normal.
(c) v?i € K(vi,...,vi_1) 2<i<s, v{* € K.

Beweis . Nach Voraussetzung gibtes uy, ..., us € K, m1,...,m; € Nsodass M :=K (uy, ..., ut)
die Bedingungen (a) und (c) erfiillt und zudem M D L gilt.

Wir beweisen (x) durch Induktion nach n:=[M : K|. Der Fall n =1 ist trivial; sei also n > 2.

Wir setzen
to = min{s S {Lat} ’ K(Ul,..-,us):M}-

Dann gilt fiir My:=K(u1, ..., up-1):
(i) K C My C M und Mo(uy,)=M.
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Nach Induktionsannahme gibt es eine normale Erweiterung My C M/, C K, die durch suk-
zessive Adjunktion von Radikalen (Eigenschaften (a),(c)) entsteht. Wir betrachten nun das
Polynom
f=JI x™o—o(u,")) e MyX].
o€Aut(M{:K)

Fiur o € Aut(M|): K) sei o* : M{j[X] — M{[X] der induzierte Automorphismus. Wegen
o*(f)=f fiir alle o € Aut(M}: K) folgt f € MM MoF)[X] Da char(K) =0 gilt, ist M : K
eine Galoiserweiterung und damit gilt f € K[X],

Seinun M’ C K der Zerfallungskorper von f iiber M. Wegen £ (uy,) =0 folgt M = My(uz,) C
M'.Da M;: K eine endliche, normale Korpererweiterung ist, gibt es ein Polynom g € K[X]
derart, dass M|, der Zerfallungskorper von g ist. Dann ist M’ der Zerfallungskorper von
fg € K[X] und die Erweiterung M’: K ist normal.

Nach Definition ist die Erweiterung M’ : M) durch Radikale auflosbar. Dies gilt dann auch
fur die Erweiterung M': K. o

Es sei nun also L C M C K ein Teilkérper derart, dass (a)-(c) fiir M gelten. Damit gibt es eine
Kette
K=KiCK1C---CKs;=M

von Teilkérpern mit K; = K;—1(w;) ; w;" € K;—1,m; € Nfir1 < i < s. Es sei nun m :=
kgV(mi,...,ms) sowie ( € K eine primitive m-te Einheitswurzel. Wir setzen K| := K;(() fiir
0<¢<s. Dann gilt

K()=K,CK{C - CK,=M(~),

wobei K=K/ _(u;); u;" € K[_;Vie{l,...,s}.

Da char(K) = 0 gilt, ist die Erweiterung M (¢) : K separabel. Ferner ist M : K normal und da
(¢ eine primitive Einheitswurzel ist, ist M (() : K ebenfalls normal. Nach Satz 6.4.2 ist fiir jedes
ie{l,...,s} K]:K|_, eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe. Zudem ist M ((): K]
normal und separabel. Wir setzen G; :=Aut(M(¢): K]) Vi € {0,...,s}. Nach Satz 6.1.6(5),(6) ist
G, normal in G;_; und es gilt G;/G;—1 = Aut(K]: K] ;) furi € {1,...,s}. Wegen Satz 6.3.5 ist
K(¢): K ebenfalls eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe. Damit ist Gy normale Un-
tergruppe von Aut(M (¢) : K) und Aut(M(¢): K)/Gy ist zyklisch. Wir erhalten also eine abelsche
Normalreihe

Aut(M(Q):K) D Go 2 --- O Gs = {e}.

Damit ist Aut(M (¢): K) auflosbar.

(2) = (1). Nach Voraussetzung gibt es einen Korper L C M derart, dass M : K eine Galoiser-
weiterung mit auflosbarer Galoisgruppe Aut(M : K) ist. Wir setzen n:=[M : K| und wahlen eine
primitive n-te Einheitswurzel ¢ € K. Dann ist die Erweiterung M (¢) : K ebenfalls normal und
wegen char(K) =0 eine Galoiserweiterung.

Sei o € Aut(M(¢): K(¢)). Da M : K normal ist, folgt o(M ) = M und wir erhalten einen Grup-
penhomomorphismus

res.{ Aut(M(¢): K(¢)) — Aut(M:K)
. g = olm-
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Fiir o € kerres gilt o[y =idy und 0|k () =idg(¢). Damit folgt o =id (). Also ist res injektiv und
Aut(M(¢): K(¢)) auflosbar. Damit liefert 2.3.5 eine abelsche Normalreihe

Aut(M(Q): K () = Go 2 Gy 2 -+ 2 Gy = {e},

deren Faktoren G;/G;y1 zyklisch von Primzahlordnung p; sind. Nach Satz 6.1.6 gibt es also Zwi-
schenkorper
K()=K¢yCK C---CK,1CKs=M()

mit Aut(K;y1:K;) = G/Giq1. Wegen p; = [ K41 : K;]|n enthélt K; eine primitive p;-te Einheitswur-
zel. Damit existiert geméf Satz 6.4.2 ein Element ;1 € K;+1 mit K; 1 =K;(u;11) und ufjrl € K;.
Es folgt L C K(uy,...,us)=M(¢) und damit ist L: K durch Radikale auflosbar. O

Korollar 6.5.2. Sei L : K eine endliche Galoiserweiterung eines Korpers K der Charakteristik 0.
Dann ist L : K genau dann durch Radikale auflosbar, wenn die Galoisgruppe Aut(L : K) auflosbar
ist.

Beweis. Angenommen, L : K ist durch Radikale auflosbar. Nach Satz 6.5.1 gibt es eine endliche
Galoiserweiterung M : K mit L C M und auflosbarer Galoisgruppe Aut(M : K). Wegen Satz 6.1.6
gilt Aut(L: K) = Aut(M : K)/ Aut(M : L), und damit ist Aut(L : K') nach Satz 2.3.2 auflosbar. Ist
Aut(L: K) auflosbar, so folgt aus Satz 6.5.1, dass L: K durch Radikale auflosbar ist. O

Wir wollen abschlieflend andeuten, wie Satz 6.5.1 mit der Frage der Existenz von Losungsformeln
zusammenhdngt. Dazu benétigen wir zunédchst Informationen tiber Untergruppen symmetrischer
Gruppen.

Lemma 6.5.3. Sei p eine Primzahl, G C §,, eine Untergruppe derart, dass G eine Transposition und
einen p-Zykel enthiilt. Dann gilt G =S8,

Beweis. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass 0:=(1,2...,p—1,p) € G. Wir interpre-
tieren die Zahlen als Elemente von Z/(p) und erhalten o(j) = j+1 fiir alle j € Z/(p). Damit folgt
o'(j)=j+¢ ¥V j € Z/(p),£ € Z. Nach Voraussetzung gibt es i,q € Z/(p), ¢#0 mit 7:= (i,i+q) € G.
Dann folgt aus 1.4.2:
(x)  (i+litq+l)=ctoToo e

fur ¢ € {0,...,p—1}.

Seinunn € {1,...,p—2} gegeben mit (i,i+nq) € G. Wegen i+ngq # i # i+ (n+1)q folgt aus
(I1.1.4.2) und (%)

(i,i+(n+1)q) = (i+ngq,i+(n+1)q) o (i,i+nq) o (i+ng,i+(n+1)q) € G.

Damit erhalten wir
(i,i4+nqg) € G Vne{l,...,p—1}.

Da die Abbildung Z/(p) — Z/(p) ; n +— nq bijektiv ist, folgt (i,r) € G fir alle r € Z/(p)~{i}.
Fir i #1 gilt
(Lr)=(,1)o(,r)o(i,1) e G VreZ/(p)~{i}.

Die Behauptung folgt nun mit Satz 1.4.2. O
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Korollar 6.5.4. Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom mit Zerfillungskorper L C C. derart, dass
deg(f)=:p eine Primzahl ist. Besitzt f genau zwei nicht-reelle Nullstellen, so gilt Aut(L:Q) = §,,.

Beweis. Es sei Z := {(j,...,(,} die Menge der Nullstellen von f in L. Da f irreduzibel ist, gilt
|Z| = p. Wir nehmen (;,¢(2 € C\ R an. Es bezeichne v € Aut(C: R) die komplexe Konjugation.
Es gilt x(¢;) # ¢ fur ¢ € {1,2}. Da k|q = idg gilt, sind (¢1), k((2) € C\ R Nullstellen von f. Wir
erhalten x((1) = k((2), k(C2) = k((1) sowie k((;) = ¢; firi € {3,...,p}. Insbesondere folgt x|, €
Aut(L:Q). Da f irreduzibel ist, gilt [Q((1) : Q] = p. Damit liefert Satz 5.2.1: p|[L: Q] = | Aut(L: Q)|.
Es gilt 0|, € 8 fuir alle 0 € Aut(L : Q) und

Q:Auwt(L:Q) — 82, =8, ; o oly

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Sei G :=im Q2. Nach obigen Bemerkungen ist Q(x|r,) €
G eine Transposition. Wegen p| ord(G) enthilt G ein Element g der Ordnung p. Nach Ubungsserie
4 ist g ein p-Zykel. Nun liefert Lemma 6.5.3 G =S§,; also ist Q2 der gewtiinschte Isomorphismus. [

Definition. Es sei f € K[X]und K C L C K ein Zerfallungskorper von f {iber K. Dann heifit f
auflosbar (durch Radikale) tiber K, falls L : K durch Radikale auflosbar ist.

Satz 6.5.5. Das Polynom f := X° — 6X + 3 € Q[X] ist nicht auflosbar.

Beweis. Das Polynom ist nach dem Eisensteinkriterium irreduzibel. Die Ableitung f’ = 5X* — 6

besitzt genau die reellen Nullstellen + {‘/g . Nach dem Eisensteinkriterium ist f' € Q[X] irreduzi-

bel mit f’(f/é) = 0. Mithin ist i</§ € R\ Q und damit f(i‘/é) =(2-6) </§+ 3 # 0. Ebenso gilt
f(= {*/g ) # 0. Damit sind alle Nullstellen von f einfache Nullstellen.
Weiter gilt

f(=2) <0, f(0) =3, f(1) <0und f(2) > 0.

Damit besitzt f nach dem Zwischenwertsatz mindestens drei verschiedene Nullstellen in R. Da
zwischen zwei reellen Nullstellen die Ableitung stets verschwinden muss, folgt, dass f genau drei
reelle Nullstellen besitzt.
Es sei L der Zerfdllungskorper von f in C. Wir erhalten mit Korollar 6.5.4 Aut(L : Q) = 85 und
Satz 6.5.1 liefert, dass L : Q nicht durch Radikale aufldsbar ist, da 85 nach Satz 2.3.7 eine nicht
auflosbare Gruppe ist.

U
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