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Klausur zur Algebra I

Hinweise

e Diese Klausur besteht aus 6 Aufgaben in denen jeweils 10 Punkte erreicht werden kénnen.
Die mogliche Gesamtpunktzahl betrédgt also 60 Punkte.

e Begriinden Sie jede Ihrer Aussagen.

e Sie diirfen innerhalb einer Aufgabe einen vorangegangenen Aufgabenteil auch dann
verwenden, wenn Sie diesen Teil nicht bearbeitet haben.

e Denken Sie bei der Abgabe Ihrer Bearbeitung daran das ausgefiillte Deckblatt mit ein-

zureichen.

1. Aufgabe Es seien G eine Gruppe, n € Nund Uy, ...,U, C G Untergruppen von G. Weiter
sei X :=G/U; x G/Uz x --- x G/Up,.
(1) Zeigen Sie, dass durch
GxX —X
(97 (glUb s 7gnUn)) = g'(glU17 s 7gnU7L) = (gglUla gg2U27 s ,ggnUn)
eine Operation von G auf X definiert wird.
(2) Esseix := (U1, Us,...,Uy,) € X. Zeigen Sie G, = (;—, Ui.
(3) Es seien U,V C G Untergruppen von G, sodass |U| = 6,|V| = 8 gilt. Weiter sei |G| =
24 und G enthalte keinen Normalteiler der Ordnung 2. Zeigen Sie die Existenz eines
injektiven Homomorphismus

Q: G — 819,
wobei S;2 die symmetrische Gruppe auf der Menge {1, 2, ...,12} bezeichnet.

Sie diirfen in (1) ohne Beweis verwenden, dass fiir eine Untergruppe H C G die Zuweisung
G xG/H — G/H,(g,xH) — gxH eine wohldefinierte Abbildung ist.

2. Aufgabe Essei G eine Gruppe der Ordnung |G| = 225. Beweisen Sie folgende Aussagen.

(1) G enthélt einen Normalteiler N mit [G : N| = 9.

(2) G ist eine auflosbare Gruppe.

(3) Ist G nicht abelsch, so existieren genau 25 Untergruppen der Ordnung 9.
Hinweis zu (3): Sind A,B abelsche Gruppen, so ist auch A x B abelsch. Diese Tatsache diirfen
Sie ohne Beweis verwenden.



3. Aufgabe
(1) Zeigen Sie, dass das Polynom X? + 3 irreduzibel in Q[X] ist und untersuchen Sie das
Polynom f := 2X? + 6 auf Irreduzibilitit in Z[X], Q[X] und R[X].
(2) Zeigen Sie, dass die Ideale (X3 + 3), (X) C Q[X] von Q[X] teilerfremd sind.
(3) Zeigen Sie die Existenz eines Korpers K und eines Isomorphismus
49 49

@[X}/(§X4 +5X) =K xQ

4. Aufgabe Essei R # {0} ein kommutativer Ring, {0} # I C R ein echtes Ideal von R und X
eine Unbestimmte. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) J:={>"r riX"|n€Ny,rg,...,r, € I} istein Ideal von R[X].

(2) Es existiert ein Isomorphismus von Ringen R[X]/J = (R/I)[X].

(3) Ist I ein Primideal, so ist J ein Primideal von R[X].

5. Aufgabe Esseio := /24 V2, 8:=v2—-vV2und L := Q(a) CC.

(1) Zeigen Sie [L : Q] = 4, v/2 € Q(a) und 3 € Q(a).

(2) Beweisen Sie, dass L : Q eine Galoiserweiterung ist.

(3) Zeigen Sie, dass Aut(L : Q) eine zyklische Gruppe ist.

(4) Zeigen Sie die Existenz eines eindeutig bestimmten Zwischenkorpers

QCKCL
mit [L : K] = 2.

(5) Ist die Erweiterung K : Q eine Galoiserweiterung?

Sie diirfen in (3) ohne Beweis verwenden, dass in Aut(L : Q) ein Element ¢ mit p(a) = § und

©(v2) = —V/2 existiert.

6. Aufgabe Essei L : K eine endliche Korpererweiterung und G := Aut(L : K).
(1) Zeigen Sie, dass fiir x € L der Ausdruck s(z) := }_ . () wohldefiniert ist und s(z) €
LY gilt.
(2) Zeigen Sie, dass
s: L — LGz — s(x)
eine K-lineare Abbildung ist und ein & € L mit s(a) # 0 existiert.
(3) Zeigen Sie, dass s surjektiv ist, falls L : K eine Galoiserweiterung ist.



